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Avant-Propos

Ce polycopié s’adresse aux étudiants de la deuxiiéme année d’Ecole Supérieure
d’Economie.

Ce polycopié traite une partie importante d’Analyse Mathématique et conforme
aux programme officiel d’Analyse Mathématique pour les Ecoles Supériure d’Eco-
nomie.

Ce programme sera couvert par les quatre chapitres, chaque chapitre en sous-
chapitres, chaque sous-chapitre en paragraphes, numérotés dans 1’ordre de cette
division, de fagon que lecteur puisse retrouver rapidement une partie citée dans
I’exposé.

Les exercices y sont classés par chapitres correspondant au programme offi-
ciel. A l'intérieur de chaque chapitre, chacune des subdivisions est précédée d’'un
rappel de I’essentiel du cours.

Ce cours a été rédigé de facon que l'essentiel soit dit pour chaque notion
introduite. afin d’aider I’étudiant & positionner ’acquisition de ses connaissances
(consepts et résultats) dans une « grande ligne », ils donnent les théorémes et
résultats essentiels sans démonstrations.

Ce cours contient beaucoup d’exemples illustrant les définitions et aidant la
compréhension des conditions d’applications des théorémes et des propositions.

La rédaction des solutions a été faite avec le plus grand soin, le souci princi-
pal etant de familiariser I’étudiant avec le raisonement mathématique et de lui
apprendre surtout a rédiger.

Nous éspérons que ce polycopié aidera les étudiants a asimiler plus rapidement
les notions et les méthodes introduit au cours.

Nos plus grands remerciements s’adresser a tout ceux et celles qui ont contri-
bué a la formation des étudiants de I’Ecole Supérieure d’Economie.

Enfin, c’est avec reconnaissance que nous accueillerons les critiques et les
suggestions que voudront bien nous faire parvenir les utilisateurs de ce polycopié.



Notation

Dans ce polycopié, les notations suivantes sont utilisées.

Symboles logiques et mathématiques :
€ appartenance,xr € A i.e., x appartient a A.
C inclusion,
<, > inégalités larges, z < y, se lit z est inférieur ou égal & y. x > y se lit x est supérieur
ou égal a y.
<, > inégalités strictes, x < y se lit x est strictement inférieur a y. x > y se lit x est
strictement supérieur a y.
= implication, p = ¢ se lit p implique gq.
<= équivalence, p <= ¢ se lit p est équivalente & ¢. (Condition nécessaire et suffisante).
f =0 (g), se lit f est négligeable a g et o se lit "petit o”.
0

f=0/(g), selit f est négligeable a g et O se lit "grand O”.
zo

f ~ g, selit f est équivalente a g.
zo

|-|| norme.
D\ {A} se lit D privé de A.

oo infini.

Alphabet grec :
« alpha.

[ béta.

v gamma.

0, A\ delta.

€ epsilon.

A lambda.

0 téta.



Chapitre 1

Fonction de plusieurs variables

1.1 Fonction de plusieurs variables

Définition 1. Une fonction f définie sur une partie D C R” et a valeurs réelles, fait corres-
pondre a tout vecteur X = (x1,,...,x,) € D un réel unique f (X).

Remarque 1. (i) L’ensemble des points S = {(X, f (X)) | X € D} est la surface représenta-
tive de f, c’est I'analogue de la courbe représentative d’une fonction d’une variable.

(77) X se note aussi X . Si n = 2, on utilise aussi la notation (z,y) et si n = 3, on utilise
la notation (z,y, z).

(77) Lorsque n = 2 le graphe C/ est tridimensionnel. Les axes relatifs aux variables, x
et y, sont conventionnellement situés dans un plan horizontal (le domaine D apparait alors
comme un sous-ensemble de ce plan), tandis que la dimension verticale est réservée aux
valeurs de z. Ainsi, a tout A = (a,b), dont I'image est f (A) € R, correspond le point suivant
du graphe : (a,b, f (A)) € R3. Une mise en perspective permet la visualisation des surfaces
a trois dimensions. Dans ce cas, 'axe z est toujours placé verticalement. Toutefois, pour des
raisons de lisibilité, les axes x et y ne sont pas toujours présentés selon la méme orientation.
Pour n > 2, la représentation plane devient malheureusement impraticable.

1.2 Fonctions partielles

Définition 2. Soit f une fonction de D C R? dans R et A = (a,b) un point intérieur de D.
Les fonctions

x> f(2,b) ety — fay),
définies sur un intervalle ouvert contenant respectivement a et b, sont appelées les fonctions
partielles associées a f au point A.

1.3 Lignes de niveau

Soit k € R, 'ensemble {(z,y) € D | f (z,y) = k} est la courbe de niveau k de la fonction
f. Les courbes de niveau d’une fonction f (x,y) fournissent une représentation géométrique
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de f sur le plan, alors que son graphe en donne une dans ’espace. La courbe de niveau k est
la projection sur le plan xoy de 'intersection du graphe avec le plan horizontal z = k.

Relation entre le graphe d’une fonction et ses courbes de niveau : Géométrique-
ment, la ligne de niveau est la projection sur le plan (z,y) de Uintersection de la surface
représentative de f avec le plan d’équation z = k.

Par exemple, si f représente la hauteur d’un point de la surface terrestre, ses courbes de
niveau sont celles apparaissant sur les cartes topographiques.

Exemple 1. 1) Pour la paraboloide d’équation z = 2% + y%. La ligne de niveau k > 0 est le
cercle (Cy) d’équation x? + y? = k centré a lorigine et de rayon VEk.

Pour visualiser la surfase a partir de ses lignes de niveau, il suffit de placer chaque cercle
(Ck) dans le plan horizontal d’équation z = k.
2) Pour la surface d’équation z = xy. La ligne de niveau k a pour d’équation zy = k.

-La ligne de niveau k = 0 est 'ensemble {(z,y) € R? : z =0o0uy = 0} c’est-a-dire la
réunion des axes (oz) et (oy).

-La ligne de niveau k = 1 est la courbe d’équation y = %, x # 0. ect...

1.4 Limites et continuité

1.4.1 Limite en un point

Soit D un ouvert de R", A € D et f une fonction définie sur D, éventuellement non
définie en A, a valeurs réelles.

Définition 3. On dit que f a pour limite [ au point A, ce que l'on écrit hn}rf (x) =1, si
T—r
Ve>0,Ir>0| X eD\{A} et | X - Al <r=|f(X)-I|<e

On dit que f tend vers —oo quand X tend vers A, ce que 1’on écrit lirr}‘f (x) = —o0, si pour
z—

tout M < 0 il existe r > 0 tel que

XeD\{A} et | X Al <r= f(X) < M.

Proposition 1. L’existence et la valeur éventuelle de la limite sont indépendantes de la
norme choisie dans R%. Lorsqu’elle existe, la limite est unique.
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Astuce : Pour prouver qu’'une fonction de plusieurs variables n’admet pas de limite en A,
il suffit donc d’expliciter une restriction a une courbe continue passant par A qui n’admette
pas de limite, ou deux restrictions qui conduisent & des limites différentes. Mais pour prouver
I'existence d’une limite, il faut considérer le cas général.

Remarque 2.

(1) Si la restriction a toute droite passant par A admet la méme limite, on ne peut pas
conclure que la limite existe!.
(2) La limite de f (z,y) existe quand (z,y) — (0,0), si elle ne dépend pas du chemain suivi
pour aller de (z,y) a (0,0).
(3)Si  lim f(x,y) =1 (1 fini (existe)), alors lim {limf (:L',y)] = lim [hmf (z, y)}

b) rz—a [y—b y—b Lr—a

(z,y)—(a,
(4) En pratique, lorsque n = 2, il est souvent utile de passer aux coordonnées polaires pour

ramener le calcul de la limite d’une fonction de deux variables a celui de la limite d’une
fonction d’une seule variable. En effet, tout point (z,y) € R? peut étre représenté par ses
coordonnées polaires centrées autour du point (a,b) vers lequel il est appelé & tendre :

r=a+rcos (),
y=>b+rsin(h).

Dans cette écriture, r représente la distance entre (a,b) et (z,y) de sorte que

(x,yl)gl%a,b)f (x,y) = r—lg,nvaf (a+rcos(f),b+rsin(0)).

(5) Avec le changement de variable y = tx, ou t un paramétre. On a
() Si hH(l)f (x,tx) =l existe, on ne peut rien conclure,

z—
(1) Si liH(l)f (x,tx) dépent de t, alors elle n’existe pas,

z—

et par coséquent celle de f (x,y) lorsque (z,y) — (0,0) n’existe pas non plus.

Exemple 2. Montrons que  lim f (z,y) avec f (z,y) = wi;yz n’existe pas.
(,9)—(0,0) o

Premiére méthode. Les chemains suivi : La premiére résulte directement de la défi-
nition. En effet, le long de I’axe horizontal qui a équation y = 0, on a

2

X
li =lim— =1
(r,y)lg%o,())f () 2022 ’

tandis que, le long de 'axe vertical qui a équation z = 0, on a

a2
lim r,y) = lim— = —1.
w i f (@y) = lim 2
Puisque les deux limites sont différentes, alors la limites n’existe pas (de sorte que les deux
limites ne coincident pas).



1.4. Limites et continuité 12

Deuxiéme méthode. La seconde maniére est basée sur les coordonnées polaires. En
posant

{ x =rcos(0),

y =rsin (0).

e o f @)= T f(rcos (6),rsin (6))

(

L 1 (eos? () — sin® ()

0, verQ (cos?(#) +sin? (6))
= lim (cos(20)).
(

r—0, V0
Le résultat varie selon la direction 6, donc lim  f (z,y) n’existe pas.
(z,y)—(0,0)

Troisiéme méthode : On utilise le changement de variable y = tx ol ¢ un paramétre.
Supposons que la limite existe, alors

?(1-¢*) 1-¢
li =1 =
(x, )m%o 0>f (w.9) = xli%:c? (14+¢2) 1+t

elle dépent de t. Donc la limite n’existe pas.

Quatriéme méthode : On utilise le critére a ’aide des suites. On laisse le lecteure
le soin de traiter ( On peut consulter [5] page 24).

Exemple 3. Soit f la fonction définie sur R? \ {(0,0)} par f (z,y) = \/% . Pour trouver
@24y

la valeur de la limite, si elle existe, il suffit de calculer la limite d’une restriction a une courbe
continue passant par (0,0) :

Comme f (0,¢) = 0 pour tout ¢ , si la limite existe elle est 0. Pour vérifier que c’est bien
la limite on passe en coordonnées polaires : on pose

{ x =rcos(f),

>0, 0 €10,2n].
y =rsin(0), " 0,27]

On obtient
lim f(z,y) = lignwf (rcos (@) ,rsin (6))

(z,y)—(0,0)

lim 2 (cos () sin (0))
r=0,%0.\ /12 (cos 2 (f) + sin 2 ()
= lim (rcos(@)sin(0))

r—0, V0

= lim (gsin(%)):

r—0, Vo

La fonction f peut donc étre prolongée par continuité en (0,0) par la valeur 0.

Exemple 4. On va calculer
2

li = lim ——
(a:,y)lirzo o)f (z.y) = xlg(l) 22+ 92
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On va appliquer la méthode du chemains suivis : Suivant le chemain y = x qui passe
par (0,0), on a
2
T 1
li = lim— = —.
(x,y)lgéo,o)f (@) =l = 3

Tandis que, suivant le chemain déquation y = 22, on a

x? 1
1‘ == 1' —_— 1' _ =
Ty ) = My =

Donc, comme les deux limites sont différentes, alors la limites n’existe pas (de sorte que les
deux limites ne coincident pas).

Remarque 3. D’une maniére similaire on peut appliquer les autres méthodes.

Exercice 1. Soit f : R? — R définie par

_ Y
fy) = xt — 222y + 3y?

1) Déterminer I’ensemble de définition de f.
2) Montrer que la limite de f en (0,0) n’existe pas.

Solution : 1) L’ensemble de définition de f est
D ={(z,y) e R* : 2* — 22°y + 3y* # 0}.
On a
ot =20 + 3 £ 0 = (352—y)2—2y2 £0
= (z,y) # (0,0).

2) On va calculer

lim f(z,y)= lim il .
(z,9)—(0,0) (z,y)—(0,0) x4 — 222y + 312

Les chemains suivis : Suivant le chemain y = x qui passe par (0,0), on a

X

i = lim— =
(:cvy)lgéomf (z.9) xli%:ﬁ —2r+3

Tandis que, suivant le chemain déquation y = 2%, on a

lim f (a,9) = lim 2 — &
im z,y) = lim— = —.
(z,y)—(0,0) Y a—02x4 2
Donc la limite n’existe pas.

Exercice 2. Etudier 'existence des limites en (0,0) pour les fonctions suivantes :
 sin % +y
1) flz,y) = #
2) g (Iay) = izjr_zz-
3) hiay) = 2.

z2+y?
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. . _ asin(L)+4y . . o .1
Solution : 1) f(x,y) = —1;— - On remarque que ilir(l) %gr(l)f (x,y)| = ilir(l) [sin (2)]

n'existe pas. Donc  lim  f(x,y) n’existe pas.
(z,)—(0,0)
2) Il y a plusieurs méthodes pour trouver la limite de la fonction g.

Premiére méthode. La premiére résulte directement de la définition. En effet, le long
de I’axe horizontal qui a équation y = 0, on a

3
T

li = lim— = 0.
warloo? V) = e

De méme, le long de ’axe vertical qui a équation z = 0, on a

3

. . -y
@wf%mg@”w 50 32 ’

c-a-d si la limite existe elle égale a 0.

Deuxiéme méthode. La seconde maniére est basée sur les coordonnées polaires. En

posant
x =rcos(0),
y =rsin ().

lim g (z,y) = lim g(rcos(f), rsin(0))

(z,y)—(0,0) r—0, Vo

. 13 (cos?
= lim

( (
r—0,v072 (cos 2 (#) + sin? (6))
= lim 7 (cos®(#) —sin’ ()) = 0.

r—0, Vo

Donc lim z,y)=0.
(zvy)H(O,O)g (@9)
3) Pour calculer la limite de la fonctionn h, on utilise les coordonnées polaires : on pose

{ x =rcos(0),

>0, 6 €l0,2n],
y =rsin (0). g 0,27

On obtient
lim h(x,y)= lim h(rcos(f), rsin(6))

(29)—(0,0) r—0, V6

o (eos (6)] + Jsin ()
r—0,v012 (cos 2 (0) + sin? (0))

" '
N r—lg,nve; (lcos ()] + [sin (6)]) = oo,

car |cos (0)| + [sin (0)| # 0, VO € R.
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1.5 Continuité

Définition 4. Soit f une fonction de D C R™ dans R. On dit que f est continue en A € D
si f posséde en A une limite égale a f (A). Si f est continue en chaque élément de D, on dit
que f est continue sur D.

Proposition 2. (i) Si f est définie en A et posséde une limite en ce point, cette limite est
nécessairement égale a f (A) et f est alors continue en A.

(i1) Si f a pour limite en A, la restriction de f a toute courbe continue (non seulement
les droites!) passant par A admet la méme limite [.

Exemple 5. Soit f : R? — R définie par

flo y):{ s, s (2,y) #(0,0),

0 st (z,y) =(0,0),

n’est pas continue en (0,0) car lim f(z,y) n’existe pas.
(2,y)—(0,0)

Cependant, lim @ig%f (x, y)] = lim [lmf (z.9)] = 0= £(0,0).

1.5.1 Prolongement par continuité :

Soit f : D CR?* - Ret (a,b) ¢ D. Si . l)mz ) f(z,y) = existe (I fini), alors f admet

un prolongement par continuité et la fonction prolongée f définie par

r o f($,y), st (l‘,y)%((l,b),
@) = { [, si (x,y) = (a,b).
Exemple 6. Soit f : R?\ {(0,0)} — R définie par

2 + y?
[, y) = —=—= :
Vaz+yP+1-1

est prolongeable par continuité et la fonction prolongée fdéﬁnie par

f(x y):{%’ si (z,y) #(0,0),

) 2, St (x7y) — (O,O)7
car 2
lim  f(7,y) = lim r

(z,y)—(0,0) r=04/r2 +1 —1
= lim " (W—I— )
TRl (VR 1)
o (\/r2+1—|—1)
= lim 5
r—0 r

= lim (VST 41) =
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Opérations algébriques : Les fonctions continues de plusieurs variables jouissent des
mémes propriétés que les fonctions continues d’une seule variable. Les fonctions élémentaires
telles que les polyndmes, les fonctions exponentielles, logarithmiques et trigonométriques sont
continues dans leurs domaines de définition respectifs. La continuité des autres fonctions
s’établit, le cas échéant, en tant que somme, produit, composée, le quotient (lorsque le
dénominateur ne s’annule pas) etc..., de fonctions continues.

1.6 Exercices corrigés

Exercice 3. Soient f, g : R? — R définies respectivement par

) s st (zy) #(0,0),
f(’y)_{o si (z,y) = (0,0),

g(z y):{ aﬁx—%’ si (z,y) # (0,0),
| 0 si (x,y) =(0,0).

- Etudier la continuité¢ de la fonction f et g en (0,0).

Solution : En utilisant les coordonnées polaires, on pose
= 0
v=reos(@), o ge [0, 27] .
y =rsin (0).
On obtient

lim )f (x,y) = lim f(rcos (), rsin(0))

(z,y)—(0,0 r—0, Vo

= r—lg,nve cos (0) sin () ,

n’existe pas (elle dépend de 6). Don la fonction f n’est pas continue en (0,0).

Exercice 4. Déterminer f (0,0) pour que la fonction f : R?* — R définie par

Ty
xz, = 5 o
Fly) =57 "
soit continue en (0, 0).
Solution : En utilisant les coordonnées polaires, on pose
xr =rcos (),
_ () r>0,0¢cl0,2n],
y =rsin ().

On obtient
lim )f (r,y) = lim f(rcos (@), rsin(0))

(z,y)—(0,0 r—0, V0
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1 — cos /12 (cos? (0) +sin2 (0))

—
700 12 (cos? (0) +sinZ (6))
~ m 1-— C(Q)S (r)
r—0, VO r
2sin? (£
= lim (2)
r—0, VO 72
2sin? (g)

Exercice 5. Soit f : R? — R définie par

fE s (my) #(0,0),
f(m"”_{o+ si (x,y)=(0,0),

est-elle continue sur R2.

Solution (i) En (0,0) : En utilisant les coordonnées polaires, on pose

= 0
{I rcos (0), r>0,0¢€l0,2n],

y =rsin(0).
On obtient
S (z,y) = lim f(rcos(f), rsin ()
— lim 73 (cos® () + sin® (0))
 70,v072 (cos 2 () +sin2 (6))

T 3 in 3
— Ti%}qwr (cos (0) 4 sin (9))

0=£(0,0),
d’ou, f est continue en (0,0).
(4i) Sur R?\ {(0,0)} : f est continue sur R?\ {(0,0)} comme quotient de fonctions continues

dont le dénominateur ne s’annule pas.
De (i) et (i), on peut donc conclure que f est continue sur R

Exercice 6. Dans chaque cas, déterminer et représenter le domaine de définition des fonc-
tions données.

D floy) =Y Q) flay) = 22,
3) floy)=m(@+y), () f(oyz)="0

f(x,y)_zln(4—x2—y2)+ a2 +y? -1,
( -
)



1.6. Exercices corrigés 18

Solution : 1)

D:{(x,y)E]R2:$2—y206ty>0}.
={(z,y) eR* : y<a® et y>0}.

2)
D:{(x,y)€R2:x>y et y>0}.
4
x
3)
D={(z,y) eR* : y> —z}.
Foa
X
4)
D={(z,y) eR* : y#0et z#£0}.
¥y
X
5)

D={(z,y) eR* : 2 +y*—1>0et 4—2°—y* > 0}.

On dessine les deux cercles (C) de rayon r = 1 et de centre O = (0,0) et (C3) de rayon
r = 2 et de centre O = (0,0). Puis on prend 'intersection du U'interieur de (C) et I'exterieur
de (Cy) :

Le repére est orthonormé tels que a =1, b = 2.
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I|
|II O
\ !,
6)
D={(z,y) eR*: 1 —ay >0}

:{(x,y)eRQ : ygé,x#O}.

On dessine la courbe de la fonction z — y = % et  # 0. On choisi un point de chaqu’ une

de trois zones.

(P): (2,2), 1—4=-3<0, refusé.

(P): (=1,1), 1—1=02>0, satisfait.
(Ps): (=2,-2), 1—4=-3<0, refusé.
Siz=0,o0nal >0, satisfait et si y = 0, on a 1 > 0, satisfait.




1.6. Exercices corrigés 20

7)
D={(z,y) eR*: 1—a*>>0et 1—y*>0}.

On a :
?=1l=z=1louxr=—1,
Y =1=y=1louy=—1,
r=2onal—y>=1—4=-3<0, refusé.
r=-2onal—y?=1-4=-3<0, refusé.
xr =0, onal >0, satisfait.
y=2ouy=—-2,onal—y*=1—-4=-3<0, refusé
y=0,o0n al >0, satisfait.

Exercice 7. Dans chaque cas, déterminer les courbes de niveau des fonctions de deux va-
riables données. Esquissez ensuite leurs graphes (le graphe peut étre vu comme un empile-
ment de courbes de niveaux qui forment une surface dans R?).

Solution : 1) La ligne de niveau k est 'ensemble d’éqution f (z,y) =k <= y=1—2x+k.
si k =0, la ligne de niveau est une droite d’équation y = 1 — x, ect....

2) La ligne de niveau k est 'ensemble d’éqution g (z,y) = k < y = 2* + In (k).

si k = 1, la ligne de niveau est une droite d’équation y = 2.

si k = e, la ligne de niveau est une droite d’équation y = 22 + 1.ect....
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3) La ligne de niveau k est I’ensemble d’éqution f (x,y) = k <= y = cos (z) + k.
si k =0, la ligne de niveau est une droite d’équation y = cos ().
si k= 7, la ligne de niveau est une droite d’équation y = cos () + 3, ect....

10
8 —
B-
T a4
.-'ff ., -
2 f
___/ \ /.-/. T . ____z/
] p-+l\| LI = o
Fa ‘\\ o~ e
~1_ci,f~,af 6 4 ;/ P2 476 e 10

vy
e \

PN

AT

A
S NCA
N

-

’///

Exercice 8. 1) Déterminer et représenter 'ensemble de définition de la fonction f : R? — R?
définie par f (z,y) = In (x — 3?).

2) Déterminer et représenter ses courbes de niveaux.

Solution : 1) L’ensemble de définition de la fonction f est

D:{(x,y)€R2 : x—y2>0}:{(:v,y)€R2 : y2<x}.

2) La ligne de niveau k est 'ensemble d’éqution f (z,y) = k < © = 3> + €.
si k = 1, la ligne de niveau est une droite d’équation y = y? + e. ect....



1.6. Exercices corrigés

22

VA
]. f_d'-f
/-f'
Fa
0 >
\ 1 2 3 X
-1 i
_2 -

Exercice 9. Ces limites existent-elles dans R ?

1)  lim z,y) = lim L.
)(173,)%(171)]0( 2 (zy)— (112 v

2) (x,yl)liril,o) W)= }:%0 (z— 1) +y?
3 li = 1 L
) o’ OV = @ o
Solution : 1. Lalimite lim f(z,y)= lim - n’existe pas car
(zy)—=(1,1) (zy) (1,1 "
) 1
lim [hmf (, y)] lim = +o0.
=1 [y—=1 @y -1 T —Y

2. En utilisant les coordonnées polaires. En posant

x=1+rcos(f),
y =rsin(0).

lim
(z,9)—(0,0)

lim f(14rcos(#), rsin(0))

fl@y) = 70,0
. 3 sin® ()
lim
r—0,v012 (cos? (0) + cos? (6))

= lim (rcos®(6)) =0.

r—0, Vo

Donc,
3
lim T = hm— = 0.
(z,y)—(1,0) f ( y) z—0 (ZL‘ _ 1) + y2
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3. La limite  lim x, lim
(x,y>e<o,o>f (z,9) = (@)~ (oof“+

- Suivant le chemain y = z qui passe par (0,0), on a

7 I ‘existe pas. En effet

lim £ (2,y) =l = 1
1m x = 11m-—- = —.
(z,)—(0,0) Y t—02x2 2

Tandis que, suivant le chemain d’équation y = 0, on a

lim f(z,y) =0.

(z,y)—(0,0)

1.7 Dérivabilité et différentiabilité des fonctions de R?
dans R (fonctions de deux variables)

1.7.1 Dérivées partielles premiéres :
Soit f une fonction & valeurs réelles définie sur une partie ouverte D C R2. Soit (a, b) €eD.

Définition 5. 1) On appelle dérivée partielle de f par rapport a « en M (a, b) notee (a b)

la limite si elle existe de
. f(a+h7b)_f(aab)
lim .
h—0 h

2) On appelle dérivée partielle de f par rapport a y en M (a,b) notée 2—5 (a,b) la limite
si elle existe de

f(a,b—l—h)—f(a,b).

I
ho h
3) Si f admet les dérivées partielles % et , on dit que f est dérivable.

Notation : 8f se note aussi f, et 95 g6 note aussi f, .
Jy Y

Exemple 7. On va calculer les dérivées partielles des fonctions suivantes :

1) Soit la fonction f (x,y) = 3z*+zy+2y* définie sur D = R? elle est continue et % (z,y) =
6x 4y (car y est considérée constante) et g—i (z,y) = x+4y (car x est considérée constante).
2) Soit la fonction f : R? — R définie par

Ty .
f(x,y):{ A o

—~

z,y) # (0,0),

0 st (x,y) =

—~

Alors, la dérivée partielle par rapport a x et y est :
(i) Sur D =R?\ {(0,0)}, on a

O (¥ =y 0 Ty
or P T @y oy T @)
(i7) En (0,0), on a
hx0
_ 2= —0

h—0 h h—0 h
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et
hx0
_ -0
h—0 h—0 h
Donc

et

Exemple 8. Soit la fonction f : R? — R définie par

3 3

) B, st (zy) #(0,0),
f(x’w_{ 0 si (z,y) = (0,0).

Alors, la dérivée partielle par rapport a x et y est
(i) Sur D =R?\ {(0,0)}, on a

g(m y) = x* + 32%y? + 22y gf(m ) = xt + 32%y% + 223y
Ox (@2 +y?)* T Oy (@2 +92)?
(77) En (0,0), on a
3
Of v FO4h0)=f(0,0) . g0
oz 00 =i h e h
et
3
Of o ov o F(0,04+h) = f(0,0) . g0
g, (00 = fim h B R
Donc
24130202 —9py3 .
g(l’ y): Wv St (‘T7y)7é(070)7
oxr ' 1, st (z,y) = (0,0),
et

44252y2 23 .
0 by = CEAES s @) £00),
) —1, S? (.Z',y) = (O’O)
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1.8 Dérivées partielles d’ordre supérieur
Si les fonctions dérivées partielles admettent elles-mémes des dérivées partielles en (a, b),

ces dérivées sont appelées dérivées partielles secondes, ou dérivées partielles d’ordre 2, de f
n (a,b). On les note

0? o (0 0? o (0

2r (z,y) = o <a—£) (z,y) = frz (2,y), a_Qy (z,y) = 8_y <8_£) (z,y) = f;’2 (z,9),
0? 0 0? o [0

3x8yf (@.y) = - <af) (,9) = fyz (2,9), ayaxf (z,y) = a5 (a—f> (,9) = fo, (z,9),

sont les dérivées partielles secondes possibles.

Exemple 9. 1) Soit la fonction f : R?* — R définie par

f(z,y) = —22% + 3oy* — o>
Les dérivées premieéres et secondes de la fonction f sont

of of B , 0°f _ b —
9 o (w,y) = by =3y", =5~ (v,y) = —4, 82 (z,y) = 6z — 6y,

et

(33', y) = —dx+ 3y27

Pf f
920y (z,y) = 6y, Dy0n (7,y) = 6y.

Remarque 4. Dans cet exemple, la matrice hessienne de f au point M (z,y) notée H (z,y)
est la matrice de taille 2 x 2 dont les entrées sont les dérivées partielles secondes :

—4 6y
e = (o oe )

On remarque que la matrice hessienne de f est symétrique du fait que les dérivées secondes
mixtes,
0 f

@y = 2
0xdy

Oyox

Y) =

(z,y) = 6y,

sont égales.

1.9 Fonction de classe C"

Définition 6. On dit q'une fonction f : D C R* — R ( D un ouvert) est de classe C" sur
D si elle admet des dérivées partielles jusqu’a l'ordre n continues sur D.

Remarque 5. (i) Si les fonctions dérivées partielles premiéres gf (x,y) et f , (,y) sont conti-

nues sur D, on dit que f est de classe C! sur D et on écrit f € C' (D).
(77) Si les dérivées partielles de tous ordres existent, f est dite de classe C* sur D.
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1.10 Théoréme de Schwarz

Si les dérivées partielles (croisées ou mixtes) 21 (a,b) et % (a, b) est continues en (a, b)

O0xdy
L (a,b).

alors 2

6908;1/ (CL b> 8y8m

Exercice 10. Soit la fonction f : R? — R définie par

oy(2?—y?) .
€x — W’ 87 (I’,y) 7é (07 0) 9
Fes) {0 s (ny) = (0,0).

1) Montrer que f est continue sur R?. Calculer ( ,y) et g—i (x,y) .
2) Montrez que f admet des dérivées partielles secondes en tout point. Que peut-on déduire

du calcul de (O 0) et % (0,0)7

Solution : 1) La continuité de f :

(i) - Sur D = R?\ {(0,0)} : La fonction est clairement continue dans D = R?\ {(0,0)}
car quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas.

(77) - En (0,0) : Elle est aussi continue en (0,0). En effet

. l)m%oo f(x,y) = il(l)’nvgf (rcos (6),rsin (9))

h — lim r4 cos (0) sin (0) (cos? (0) — sin? (9))
50,0 72 (cos?(0) +sin? (6))
= rii(?lveTQ cos (6) sin (0) (cos? (6) —sin*(9)) =0 = f(0,0),

d’on, f est continue en (0,0). Donc, comme f est continue sur D = R?\ {(0,0)} et en (0,0),
alors elle est continue sur R2.
2) Les dérivée partielle par rapport & = et y est

(i) Sur D =R?\ {(0,0)}, on a

g(x )_M a_f(x i
ox VT @ oy T @)

(#7) En (0,0), on a

fO+70) = f(0.0) . rio =0 _

}lll_% h Ilzl—>0 h 0

et
hx0
B -0

i L Q0+ R) = £(0,0) . wo =Y _

h—0 h h—0 h
Donc

of o si(@,9) #(0,0),

5p (1Y) = lim J10£A0)—1(©

e - 07 St (xay> - (Oa O>7
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et
s dg2e? .
8f( ) #7 57 <I7y) 7é (070)7
a_ x7 - . — .
dy Y }lllr%w =0, si (z,y)=(0,0).
—
On en déduit
4zy? (22 —3y? .
PR - i () # 00),
a2\ d) T 2 F(0+h,0)- 2 £(0,0) )
&r }Lli% h - 07 5t (I7 y) = (07 0) )
4ya3 (3x2—y? .
O*f (z.1) #, st (x,y) #(0,0),
a 9 ) = 9 _90
ay2 ]]%lng) 8yf(070+k]1 8yf(070) _ 0’ 7 (],'7 y) _ (O, 0) :
H
o x‘““’ffg;;;;iy“y", si (2,y) #(0,0),
A0 L Y) = of
Oxdy (z.9) ’11111(1)6 © O+h,)L 5,00 _ 1, si (z,y) =(0,0).
—
et
26492492 -9z 6 .
an ( ) = (xy 92)3 = ) St (l’,y) % (070)7
 ,Y) = . %(0,0%)—8{(0,0) .
dyou llgr(l] 2 — =—1, si (x,y)=(0,0).
Donc, comme 3~ ( 0) # 2 aya L (0,0), le théoréme de Schwarz permet de conclure que les

dérivées secondes awfy (0,0) et 8‘28’; (0,0) ne sont pas continues en (0,0).

1.11 Differentielle d’une fonction de R? dans R.

1.11.1 Differentielle en un point :

Définition 7. On dit q’une fonction f : D C R® — R ( D un ouvert) est differentiable
en un point M (a,b) € R? sl existe une aplication linéaire L : R*? — R et une fonction
¢ : R? = R telles que pour tout H (h, k) € R? vérifiant M+ € R? |

FM+h) = f(M) = L(H)+ Al e(H) et lime(h)=0. (1.1)

L’application linéaire L est appelée différentielle de f en M, et elle noté df (M). On a
df (M) (H) = L (H).

A lieu de (1.1), on peut ecrire

p LM+ H) = £ 1)~ L(H)

=0.
H—(0,0) Al
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Théoréme 1. Si f admet des dérivées partielles en M (a,b), alors elle est différentiable en
M (a,b) si

y flathb+k)—f(a,b) —h¥(a,b) — k% (a,b)
im

(h,k)=(0,0) Vh? + k2
Exemple 10. 1) La fonction f (z,y) = xy — 2x — 3y est différentiable en (0,0). En effet

. f0+h,04k) — f(0,0) = hh (0,0) — k5F (0,0) _ o F (k) —h(=2) — k(=3)

=0.

(h,k)—(0,0) Vh? + k2 (h,k)—(0,0) vV h? + k2
o hk = 2k + 3hk — h(=2) — k(=3)
= 11m

(h,k)—(0,0) Vh? + k2

. hk

IIim @ ——
(h,k)—=(0,0)\/h2 + k2

2 2 12

T (0) sin“ (0)

(h,k)—(0,0) T

—1i 2 in 2 —
—11_I)I(1)?“COS (0)sin” (0) = 0.

Car |rcos?(0)sin? (8)| <r — 0 quand 7 — 0.
2) La fonction f (z,y) = zy — 322 est différentiable en (1,2). En faisant le changement de

variable
{ h—1=rcos(0),
k—2=rsin(0).
En effet
) fF(=14h =24k = f(1,2) = (h—1) 8 (1,2) - (k—2) 5L (1,2)
(k)>(12) Vh? + k2
— lim f(h—1k—=-2)+14+4(h—-1)—(k—-2)
(hk)—(1,2) \/(h %4 (k- 2)?

. (h=1)(k—=2)=3(h—1)°
= lim
(h,k)—(1,2) \/(h _ 1)2 + (lﬁ _ 2)2
2 cos (6) (sin (0) — 3 cos (0))

= lim
r—0 r

= liH(l)T cos (0) (sin (6) — 3 cos (0)) = 0.
r—

Car |rcos (6) (sin (6) — 3cos (0))| < 4r — 0 quand r — 0.

Théoréme 2. Si f est différentiable en (a,b), alors f est continue en (a,b) et admet des
dérivées partielles en (a,b). On a

df (a,b) = % (a,b) dx + % (a,b) dy,

appelée différentielle de f en (a,b). La réciproque est fausse.
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Proposition 3. Si f est de classe C' au voisinage de (a,b), alors f est différentiable en
(a,b). La réciproque est fausse.

Exercice 11. Vérifier, en utilisant la définition, que les fonctions f : R? — R suivantes
sont différentiables dans le point indiqué :

(1) f@y) =zy+3y° (2. (2) flzy) =2y-2y" (-2,3).
B3) fley)=yvo, (&1, @) f(zy)=ylnd+2), (0,0).
Solution : Une application f : R* — R est différentiable en (a, b) si

. fla+hb+k)—f(a,b) —h3(a,b) — k% (a,b)

=0.
(h,k)—(0,0) \/(h . a)2 + (kf _ (1)2

Remarque 6. On va examiner la différentiable au point indiqué pour la derniére fonction
et les autres exemples, on laisse le lecteur les traiter comme ’exemple suivant ou comme
I’exemple précedent 10.

La fonctionf (z,y) = |y|In (1 + x) est différentiable en (0,0). En effet

. fO+h,04k) = f(0,0) = h (0,0) — k55 (0,0) L (k) =0—h(0) = k(0)

(h.k)—(4,1) Vh? 4 k2 (h,k)—(0,0) Vh? 4+ k2
lim |kl In (14 h)
(hk)=(00)  \/h? + k2
rsin (0) In (1 + 7 cos (9))

= 111m

r—0 r

< lim2r [sin (0) cos (0)|
r—0

< lim2r = 0.
r—0

1.12 Formule de Taylor

Proposition 4. Si f est de classe C? au voisinage de (a,b), alors

Fa) = @b+ (=) G (0b)+ = G ()
+3 [ = 0 GE @D+ 2= a) -0 gt ) + (0= 8 5 (@b +o (@ - @ + (1= ).
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1.13 Exercices corrigés

Exercice 12. Soit la fonction f : R? — R définie par

13’2y -
f (l”y) — { x2+y2’ S

0 s?

—~

z,y) # (0,0),
$7y> = (0,0),

—~

1. Est-elle continue sur R??

2. Calculer % (x,y) et g—g (x,y).

3. La fonction f est-elle de classe C* (R?)?

4. Que peut-on conclure sur la différentiabilité de la fonction f sur R??

Solution : 1) -(i) Sur D = R?\ {(0,0)} : La fonction f est continue sur D = R?\ {(0,0)}
car quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas.
(i7) En (0,0) : Elle est aussi continue en (0,0). En effet

o (z,y) = lim f(rcos(f), rsin(6))

r3 cos? (#) sin ()
rs0, V072 (cos2 () +sin?(6))
= lim rcos?(A)sin(f) = 0= f(0,0),

r—0, Vo

d’on, f est continue en (0,0). Donc f est continue sur R?.

2) Les dérivées partielles par rapport a = et y est :
(i) Sur D =R\ {(0,0)}

ey = 20 Wy L0
ax 7y - (xQ—i—y?)Q’ 8y 7y - <x2+y2)27
(i7) En (0,0), on a
af o fO+R0) = f(0,0) | gEE—0
75 (00 = Jim h = = =0,
et
af o F0,04+ k)~ £(0,0) . EFH-0
Donc
21y37y4 .
2t = S e 0700
dx’ i LOH0=IOD — o 5 (,4) = (0,0),

h—0

et
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222 .
8 f( ) (I2—:_y2y)27 51 (SL’, y) 7£ <07 O),
- €T —
Ay Y hmw =0, si (x,y)=(0,

k—0

3) Comme f est continue et dérivable sur R? et ses dérivées partielles sont continues sur
R%\ {(0,0)} alors f est de classe C" (R%\ {(0,0)}). Pour qu’elle soit de classe C" (R?) il faut
que les dérivées partlelles (x y) et 8f (:U y) soient continues sur R?, autrement dit il faut

que

of of
" hmO Y (x,y) = P2 (0,0),
et
hm of o1 (0,0).

(z,y)—(0,0) 8y (z,9) = 8y

Comme suivant le chemain y = x, on a

li 8f
(z,y 1mo (0,0) oz

of

(z, )——#0— —(0,0),

alors a%f (x,y) n’est pas continue en (0,0). Donc f n’est pas de classe C* (R?).

4) Comme f est de classe C" (R2\ {(0,0)}), alors f est différentiable sur R?\ {(0,0)} . Pour
qu’elle soit différentiable sur R? il faut que

oo F@y) = f(0,0) - 5 (0.0) (- 0) — §,(0,0) (y ~0)

(xvy)_)(mo) \/(I‘ o 0)2 + (y . 0)2

(hok)—(0,0) Vh2 + k2 ’

comme suivant le chemain £ =k, on a

~ f(hk) = f(0,0) = hEL(0,0) — KL (0,0)
lim Y —

(h,k)—(0,0) Vh? + k?

Exercice 13. Soit la fonction f : R? — R définie par

A s (wy) #£0,0),
i ’y)_{ 0 si (2.y) = (0,0,

£0.

\}
w\w| =

1) Montrer que f est discontinue au point (0, 0).

3) Montrer que f admet des dérivées partielles premiéres au point (0,0) ?
4) Montrer que f admet des dérivées partielles secondes en tout point. Que peut-on déduire

du calcul de 8 f 5 (0,0) et 883); (0,0)7

)
2) Montrer que f est continue sur R? — {(0,0)}. Calculer 2 f (z,y) et a%f (x,y) .
)
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Solution : 1) (i)- Sur D = R?\ {(0,0)} : La fonction f est continue sur D = R?\ {(0,0)},
car quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas.
(77)- En (0,0) : Elle est aussi continue en (0,0) car

. yl)EQOO flx,y) = i llglvef (rcos (), rsin(0))
- r3cos? (0) sin (0)
r—0,v972 (cos 2 (0) 4+ sin? (9))

= lim rcos?(A)sin(f) = 0= f(0,0),

r—0, V0

d’ot, f est continue en (0, 0).
Donc f est continue sur R2.
2) Les dérivées partielles par rapport a x et y :

(i) Sur D =R?\ {(0,0)}, on a

213 of

a—($,y)=m7 a—y(ﬂ%y):m,

(77) En (0,0), on a

Of o oy FO+h0)—F(0,0) . 3550
gz (00 = im n == —=0
et
OF (0.0) = i L QOFR) =S (0.0) 50
ay ’ b0 k k0 k -
Donc
T 3_,4 .
af ( ) (2$2y+y2y)27 St (l’,y) 7é (070)7
—(x —
o P T m (OHROZI00 o, i (2,y) = (0,0),
et
JESI .
g (x ) . (z;:— 2y)27 57 (xvy) 7é (070)7
y W= limM =0, si (x,y)=1(0,0).

k—0

3) Comme f est continue et dérivable sur R? et ses dérivées partielles sont continues sur
R2\ {(0,0)} alors f est de classe C" (R2\ {(0,0)}). Pour qu’elle soit de classe C" (R?) il faut
que les dérivées partlelles (x y) et af , (¢, y) soient continues sur R?, autrement dit il faut

que
of af
e e V) =5, 0.0),

et
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. of of
lim — (x,y)=—=1(0,0).
(z)-(00) Dy (®3) dy 0:0)
Comme suivant le chemain y = x, on a
. of 1 of
1 - =—-#0=—(0,0
(00)(0.0) O (z,7) 2 7 ox (0,0),
alors 9L (z,y) n’est pas continue en (0,0). Donc f n'est pas de classe C* (R?).

4) Comme f est de classe C" (R? \ {(0,0)}), alors f est différentiable sur R?\ {(0,0)}. Pour

qu’elle soit différentiable sur R? il faut que

_ fz,y) = £(0,0) = 3L (0,0) (x = 0) — 5L (0,0) (y — 0)
lim
(z,9)—(0,0) \/(x B 0)2 oy — 0)2
_ o SR~ £(0,0)— G (0,0) - kg (0,0)
= ()5 (0.0) NIE '

Comme suivant le chemain k£ =k, on a

(hk)—(0,0) N 23 '

Exercice 14. Soit la fonction f : R? — R définie par

A s (my) £(0,0),
f<x’y)_{ 0 si () = (0,0),

1) Montrer que f est de classe C*.
2) Les dérivées partielles secondes sont-elles continues en (0,0). Que peut-on déduire du

caleul de 2L (0,0) et 2L (0,0)7

Solution : 1) (i)- Sur D = R?\ {(0,0)} : La fonction f est continue sur D = R?\ {(0,0)}
car quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas.
(77)- En (0,0) : Elle est aussi continue en (0,0). En effet

o f (z,y) = lim f(rcos(6), rsin())
_ rtsint (0)
= lim -

r—0,v012 (cos 2 (0) + sin? (7))

— 1 204 — 0 =
—T_1>157nv97’ sin® () =0 = f(0,0),

d’on, f est continue en (0,0). Donc f est continue sur R?.
2) Les dérivées partielles par rapport & = et y est
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(i) Sur D = R?\ {(0,0)}, on a

of

O gy = 2 U
855 xay_

—_— T,y) = —— .
(@2 +y?)°" Oy (22 + y2)
(i7) En (0,0), on a

o1 FO+h0)—f(0,0) . E-0
5, (0,0) = lim A = 0
et
k
B k0
a_f(o,o):nmf(o’“k) J0.0) om0 g
oy h—0 k k=0 k k=0
Donc
—2x 4 )
of (z,y) = (CBQiny)% st (z,y) # (0,0),
By (LY) = }Lﬂ%w =0, si (v,y)=(0,0),
et
O (2. ) e si (w,y) #(0,0),
— (x =
@y Y hmw — O7 S (I,y) = (070) :

k—0

3) Comme f est continue et dérivable sur R? et ses dérivées partielles sont continues sur
R2\ {(0,0)} alors f est de classe C" (R? \ {(0,0)}). Pour qu’elle soit de classe C" (R?) il faut

que les dérivées partielles 3 o1 ~(2,y) et af (m y) soient continues sur R?, autrement dit il faut

que 8f
(2.) = 5 (0,0),

lim
(z,5)—(0,0) Ox

et

of af
li

(o mOO)ay (xhy):a_y(ovo)

Comme

. —2rcos(f)sin* () 4 0
. 1)1m00)8x (x, y)—}g% i —llg(l)—??“COS(H)Sln (0)_0_8_If(0’0)’

et

of P (sin® (0) + 4 cos?® () sin? (6))
(2.9)—(0,0) D (z,9) = lli% A

= lim » (2sin° () + cos (A) sin* (9)) =0 = %

alors 8f = (7,y), g—g (x,y) sont continue en (0,0). Donc f est de classe C! (R?).

(07 0) ?
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On en déduit

4xy? (:v2 —3y? )

O B = s (e) £ (0,0).
a0 \Ty) = ) _a
o lim BLCOZBION _ i (4,4) = (0,0),
—0
4ya3 (3x2—y? .
7 et o si (e.) £ 0,0),
(z,9) (z2+y?)
55 YY) = b -£
ay2 Ilclif(l) ayf(070+k]1 ayf(0,0) _ O, i ($’ y) _ (07 0) :
—_8x3y3 .
82 f( ) (xzé:_—yzzl)zh 57 (l’,y) 7é (070)7
z,y) = f (0.04+h)— 24 (0, ,
dzdy Jim 39(00+h2 5w _ 1 s (z,y) = (0,0),
et
—8ay3 (22+y2)  ayS (22442 8233 .
AP - ol VAL
dyOu ’lgim%(o’wk’z*%(o’o) = -1, st (z,y) = (0,0).
—0
Comme %gy (z,y), 8‘126’; (x,y) ne sont pas continue en (0,0) car
i i () s
i S )~ 2L o) = tigcos® 0)sn® 0),

n’existe pas, alors la fonction f n’est pas de classe C?( c-a-d f ¢ C? (R?).

Exercice 15. Soit la fonction f : R? — R définie par

3y .
f (:L"y) — { x6+y2’ S

—~

x,y) # (070)7

0 si (z,y) = (0,0),

—~

1) Montrer que f est discontinue au point (0, 0).
2) Montrer que f admet des dérivées partielles premiéres au point (0, 0).

Solution : 1) La continuité de f :

(i)- Sur D = R?\ {(0,0)} : La fonction est clairement continue dans D = R?\ {(0,0)},
car quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas.

(77)- En (0,0) : Elle est discontinue en (0,0). En effet, on considére la suite (z,,y,) =
(1,2 )neN* € R? on a

n’ n3

et



1.13. Exercices corrigés 36

D’ou, .
lim f (2,4) = 5 #0=F(0,0).

n—-+o0o

Donc f est discontinue en (0, 0).
2) On utilise la définition pour montrer 'existence des dérivées partielles premiéres de f en
(0,0).

F0+h,0)=£(0,0) . g —0

i h S —

=0,

d’ot, la limite étant finie, on en déduit que (0 0) existe et vaut 0.
Et

o 0><k2 -0
i d (0.0 +4) = f(0,0) _ . orz — 0

k—0 k k—0 k - O’

d’ot, la limite étant finie, on en déduit que (O 0) existe et vaut 0.

Exercice 16. Soit la fonction f : R? — R définie par

L s (ny) #(0,0),
f(x’y)_{o+ si (x,y)=(0,0),

1. Est-elle continue sur R??

2. Est-elle dérivable sur R??

3. Est-elle de classe C' (R?)?

4. Est-elle différentiable sur R? ?

Solution : 1) (i)- Sur D = R?\ {(0,0)} : La fonction f est continue sur D = R?\ {(0,0)}
car quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas.
(77)- En (0,0) : Elle est aussi continue en (0,0). En effet

lim f(z,y) = 7,_1>ié,nwf (rcos (), rsin(0))

(z,9)—(0,0)

. 73 cos (0) sin? (6)
= lim
r—0,v072 (cos 2 (0) +sin? (6))
= lim rcos(f)sin?(0) = 0= f(0,0),
r—0, Vo
d’on, f est continue en (0,0). Donc f est continue sur R?.
2) Les dérivées partielles par rapport a z et y est f est dérivable sur R? si les deux dérivées
partielles % (z,y) et g—g (z,y) sont définie pour tout (z,y) € R? :
(i) Sur D =R\ {(0,0)}

223y of

4 2.2
y —yx
29 (23 ):
(22 4+42)° O

8_(I’y) = m,
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(73) En (0,0), on a

of v fO+h0)=f(0,0) . G50
et
6y ’ N k—0 k‘ - k—0 k‘ -
Donc
2zy3 —y* .
g (x y) _ (x2y_}_%021—/)’_2h70)_f(0 O) St (I’,y) 7é (07 0) 9
oz }ILILI(I)# =0, si (z,y)=(0,0),
et
m4+:p2y2 .
g (I y) _ (12;(%22)2+’k)7f(0 0) St (l‘, y) 7é (07 0) )
Ay IIC%T =0, st (x,y)=(0,0).

Donc f est dérivable sur R? .

3) Comme f est continue et dérivable sur R? et ses dérivées partielles sont continues sur

R2\ {(0,0)} alors f est de classe C" (R? \ {(0,0)}). Pour qu’elle soit de classe C" (R?) il faut
que les dérivées partielles % (z,9), g—£ (x,y) soient continues sur R?, autrement dit il faut
que

of _of
(2:9)(0,0) O (z,y) = o7 (0,0),
et
o 9 of
lim =~ (z,y) = == (0,0
(x,y)—(0,0) ay ( y) ay ( )
Comme suivant le chemain y = x, on a
of 1 of
1m _ﬂ?,x = — 0:_0’0,
ey () =57 0= 5, 0.0

alors g—’yc (z,y) n’est pas continue en (0,0). Donc f n’est pas de classe C' (R?), mais de classe

@ {(0,0)}) 1
4) Comme f est de classe C' (R?\ {(0,0)}), alors f est différentiable sur R?\ {(0,0)}. Pour
qu’elle soit différentiable sur R? il faut que

L f@y - f0.0-50.0@-0-500F-0
(z.9)—(0,0) \/(x — 0 + (y — 0)

(hok)—(0,0) Vh2 + k2 '
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Comme suivant le chemain y = x, on a

. f(hk) = £(0,0) = n5E (0,0) — k5L (0,0) 1 20
(hk)—(0,0) NGEN 7 70,

alors f n’est pas différentiable en (0,0). Mais f est différentiable sur R? \ {(0,0)}.

Exercice 17. Soit la fonction f : R? — R définie par

(z=1)y? ‘
2, 99 St ("L‘7y)7£(1’0)’
_ (z—1)*+y
f(l’,y) { 0 ) (x,y) = (LO)’

1. Etude de la fonction sur R?\ {(1,0)} :

1.1. Montrer que f est continue sur R?\ {(1,0)}.

1.2. Calculer le gradient de f pour (x,y) € R?\ {(1,0)}.

1.3. Montrer que f est de classe C' sur R*\ {(1,0)}.

1.4. Que peut-on conclure sur la différentiabilité de f sur R?\ {(1,0)}?
2. Etude de la fonction en (1,0) :

2.1. Montrer que f est continue en R? \ {(1,0)}.

2.2. Calculer le gradient de f en (1,0).

2.3. Montrer que f n’est pas différentiable en (1,0);

2.4. f est-elle de classe C' en (1,0)?

Solution : (i) Etude sur D = R?\ {(1,0)} : La fonction f est continue sur D = R?\ {(1,0)}
car quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas.

of G el N 2(x— 1)y

I 27 29

o (e =17 +y2) O (e =1 +9?)
et ses dérivées partielles sont continues sur R?\ {(1,0)} car quotients de fonctions continues
dont les dénominateurs ne s’annulent pas. Alors f est de classe C' (R?\ {(1,0)}).

Comme f € C* (R?\ {(1,0)}), alors f est différentiable sur R? \ {(1,0)}.
(i1)- Etude en (1,0) : Elle est aussi continue en (1,0). En effet

(ZE,y):— 7y>:

lim f(z,y) = hm f(l + rcos(6), rsin(0))

(z,y)—(1,0) r—0,V

. 73 cos (0) sin? (6)
r—0,%0 12 (cos? (¢) + sin2 (0))

= T_IESPWTCOS( )sin< () =0= f(1,0),

d’ou, f est continue en (1,0).
2) Les dérivées partielles en (1,0) sont

hx0
08 (1,0) = gL LHE RO =T @Oy im0 =0

ox h—1 h h—1 h
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et
kx0
OF (1 ) g LOFR =S (LO) o #5 -0
3y ’ k—0 k—0 k
Donc
—y2 (@) 4y si (n.y) % (1,0)
O (o ={ e ) #(1,0),
” lim (LRI = 0, i () = (1,0),
h—1
et
_2e=1% . Lo
O (5y) =4 (@) (z,y) # (1,0),
v i 000 0 i () = (1,0),
k—0

Pour prouver que f n’est pas différentiable en (1,0), il faut montrer que

flay) = f(1,0) =% (1,0) (x—1) = 8 (1,0) (y — 0)

lim
(z,y)—(1,0) \/(.CIZ' . 1)2 + (y B 0)2
_ oy, JAHRR) -0 - (1) 5 (1,0) -~ kG, (1,0)
(hok)—(1,0) (1+ )+ k2 ’

comme suivant le chemain k = h — 1, on a
. f+h k)= f(1,0) = (h—1) 5L (1,0) = k3L (1,0)
(hh=1)=(1.0) \/(—1 + )%+ k2
(h —1)k? 1

lim = 0,
(h,k)—(1,0) \/(—1+h)2—|—k:2 23 #

alors f n’est pas différentiable en (1,0).

Comme f n’est pas différentiable en (1,0), elle n’est pas de classe C'! en (1,0). Si on a oublié
ce théoréme on peut le prouver directement : pour qu’elle soit de classe C* en (1,0) il faut
que les dérivées partielles soient continues, autrement dit il faut que

of of

et
of . of

Comme g—f; (r,z—1) = % #£0 = g—£ (1,0), on conclut que a%f (z,y), n’est pas continue en
(1,0), donc f n’est pas de classe C! en (1,0).
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Exercice 18. Soit la fonction f : R? — R définie par

x? .
f (,I' y) — Iézj:(_yl—)i—l)z’ S (x7 y) ?é (07 _1) )
’ 0 si (z,y)=(0,-1),

1. Etude de la fonction sur R?\ {(0, —1)}. :

1.1. Montrer que f est continue sur R? \ {(0, —1)}.;

1.2. Calculer le gradient de f pour (x,y) € R*\ {(0,—1)}.;

1.3. Montrer que f est de classe C! sur R*\ {(0,—1)}.;

1.4. Que peut-on conclure sur la différentiabilité de f sur R*\ {(0,—1)}?
2. Etude de la fonction en (0, —1) :

2.1. Montrer que f est continue en R?\ {(0,—1)}.;

2.2. Calculer le gradient de f en (1,0);

2.3. Montrer que f n’est pas différentiable en (0, —1);

2.4. f est-elle de classe C! en (0,-1)?

Solution : (i) Etude sur D = R?\ {(0,—1)} : La fonction f est continue sur D =
R?\ {(0,—1)} car quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas.

of 2 (1 +y)° of , 22— (1+y)?
a_ (ZL’, Yy) = on 27 a_ =T o2
z (224 (1+y)?) $ (22+ (1 +y)")
et ses dérivées partielles sont continues sur R?\ {(0, —1)} car quotient de fonctions continues
dont les dénominateurs ne s’annulent pas. Alors f est de classe C*! (R?\ {(0,—1)}).

Comme f € C* (R?\ {(0,—1)}), alors f est différentiable sur R*\ {(0,—1)}.
(77)- Etude en (0,—1) : Elle est aussi continue en (0, —1). En effet

(z,9)

g S (z,y) = lim f(1+7rcos(6), rsin(6))

~ lm 73 cos? (0) sin ()
0,0 12 (cos 2 (0) + sin 2 (6))
= lim rcos®(f)sin(9) = 0= f(0,-1),

r—0, Vo

d’ou, f est continue en (0, —1).
2) Les dérivées partielles en (0, —1) sont

0f L B0 = F 0.1 s 0
L
et
of B (U R R A I V-~ el
gy 7Y =l ; =iy =0

Donc
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of _ % si (v,y) #(0,-1),

Ox (z.9) }ng(l)f(%h D101 — ) g (2,y) = (0, 1),
et

0f e, si (2.y) # (0.-1),

oy " 7Y lim JOLNSOD — ) si (2,y) = (0,—1).

k——1

Pour prouver que f n’est pas différentiable en (0, —1), il faut montrer que

- fxy) = £(0,-1) = 3L(0,0) (x —0) = gL (0,-1) (y + 1)
(,y)—(0,—1) \/(x B 0)2 +(y+ 1)2

N U e et A U —hg (0,-1) = kgl (0,-1)
— 1m )
(hvk)%(ov_l) h2 _'_ (k _ 1)

comme suivant le chemain £ = h + 1, on a
(h,h—1)—(0,~1) \/(_1 F R4k

h—1)k? 1

lim
(h,k)—(0,~1) \/<_1 TACEE I

alors f n’est pas différentiable en (0, —1).
Comme f n’est pas différentiable en (0, —1), elle n’est pas de classe C' en (0, —1). Si on a

oublié ce théoréme on peut le prouver directement : pour qu’elle soit de classe C' en (0, —1)
il faut que les dérivées partielles soient continues, autrement dit il faut que

of . of

oz (1) = e (b k).
et

of af

Comme g—; (x,x+1) = % #+0= g—i (0, —1), on conclut que g—’yc (x,y), n'est pas continue en
(1,0), donc f n’est pas de classe C' en (0, —1).

Exercice 19. Calculer les polynémes de Taylor a l'ordre 1 (i.e., I’équation du plan tangent)
et a ordre 2 au voisinage du point (a,b) des fonctions f : R? — R suivantes :

1. f(z,y) =14z +y+ 2>+ 2y — zy* au voisinage du point (—1,1).

2. f(z,y) =1+ x+y+2®+ 2y — zy? au voisinage du point (0, 0).
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3. f(z,y) =1+x+y+2*— 2y + y* au voisinage du point (1,2).
4. f(xz,y) =1+ x+y+ 2*> — 2y + y* au voisinage du point (0, 0).
5. f(z,y) = 1+ x + y au voisinage du point (1, 1).
6. f (z,y) =14 x + y au voisinage du point (0, 0).
7. f(z,y) =1 — 2 +y+ 2?+ 2y au voisinage du point (0,0).
Solution :  On va écrire le polynome de Taylor & 1'ordre 1 et 2 au voisinage du point (a, b)

indiquée des fonctions suivantes :
1. f(z,y) =14z +y+ 2>+ 2y — xy* au voisinage du point (—=1,1). On a

of _ 2 » Of _ B

B (x,y) =1+4+3z"+y—vy~, o (x,y) =14z — 2xy.
0 f B 0 f B af B

0 0
-1,1)=0, —f(-1,1)=4, —f(-1,1)=2.
FELD) =0, 2 (FL1) =4 2 f (<1.1)
ﬁ(—1 1)=-6 —ﬁ(—l 1) =2 O'f (—1,1)=-1
Ox? N T T 0x0y T
Donc, d’aprés la proposition 4, le polynéme de Taylor a l'ordre 1 (i.e., plan tangent) est :
0 0
z=f(x,y) :f(—1,1)+(11:+1)a—£(—1,1)+(y—1)8—5(—1,1) =4+ 2y + 2.

Et le polynome de Taylor a l'ordre 2 est : 2 = 22 —ay + 9> + 2 +y + 1.

D’une maniére similaires, on trouve le plan tangente pour les autres fonctions :

2. f(z,y) = 1+x+y+2°+ 2y —2y? au voisinage du point (0,0). Le polynome de Taylor
a lordre 1 (i.e., plan tangent) est : z =1+ x + v.
Et le polynome de Taylor a ’ordre 2 est :

3. f(z,y) = 1+z+y+ 2% —zy+y?* au voisinage du point (1,2). Le polynome de Taylor
a ordre 1 (i.e., plan tangent) est : z =1+ x + y.
Et le polynome de Taylor a l'ordre 2 est 2 = —32% — 2y +y?> —x —y + 1.

4. f(z,y) = 1+ 2 +y+2*— 2y +y?* au voisinage du point (0,0). Le polynome de Taylor
a lordre 1 (i.e., plan tangent) est : z =1+ x + y.
Et le polynéme de Taylor a l'ordre 2 est : 2 = 2 —ay + 9> + 2 +y + 1.

5. f(z,y) = 1 + = 4+ y au voisinage du point (1,1). Le polynéme de Taylor & l'ordre 1
(i.e., plan tangent) est : z = x +y + 1.
Et le polynome de Taylor & l'ordre 2 est : z =x 4+ y + 1.

6. f(z,y) = 1+ z + y au voisinage du point (0,0). Le polynéme de Taylor a I'ordre 1
(i.e., plan tangent) est : z =1+ x + y.
Et le polynome de Taylor a 'ordre 2 est : 1 4+ x + y.

7. f(z,y) =1—x+y+ 2? + zy> au voisinage du point (0,0). Le polynome de Taylor a
l'ordre 1 (i.e., plan tangent) est : z =1 —x + y.
Et le polynome de Taylor & l'ordre 2 est : 1 — x +y — 2.



Chapitre 2

Extremums (Maximum, Minimum).

2.1 Optimisation de fonctions de R" dans R.

Définition 8. 1) On dit que f est bornée dans D C R? §’il existe un nombre réel C' > 0 tel
que
Vee D, f(X)<C.

2) On dit que f admet unmaximum (resp.minimum) global (ou absolu) en Xy = (zg,y0) €
D C R? si
VX eD, f(X)<f(Xo) (resp [f(X)Z[(Xo))

3) On dit que f admet un maximum (resp. minimum) local (ou relatif ) en X = (xo,40) €
D C R? ¢l existe un ouvert V (g, o) (Voisinage) contenant X, = (9, o) tel que

VX e DNV, f(X) < f(Xo) (resp [(X)Z[(Xo))

2.1.1 Extrema libres
2.1.1.1 Point stationnaire ou critique :

Proposition 5. (Théoreme de Fermat : condition nécessaire du premier ordre). Soit f :
D CR?* - R, M(a,b) € D (M un point de D) et f admettant des dérivées partielles en M.
St f présente un extremum local en M, alors

0 0
%f (a>b) = a_yf (avb) =0.

On dit que M est un point critique ( ou, point stationnaire).

Remarque 7. La réciproque est fausse.

2.1.1.2 Nature d’un point critique :

Théoréme 3. ( Condition suffisante d’extrémum local dans un ouvert (cas de 2 variables)).
Soit f une fonction de classe C* sur un ouvert D C R? et (zg,y0) un point stationnaire,
posons

82 82 82
det (Hy o,0) = 351 Gavso) 5 o) = (o f o))

43
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le déterminant de la matrice hessienne de f évalué en (xo,yo).
1) Si det (Hy (x0,y0)) > 0, alors f présente un extrémum relatif en (xo, o), il s’agit
a) d’un mazimum si g—;f (x0,y0) <0,
b) d’un minimum si ;—;f (x0,Y0) > 0,
2) St det (Hy (xo,y0)) < 0, alors f présente un point-selle (ou point-col) en (xq,yo), ce
n’est pas un extrémum,
3) Si det (Hy (x0,0)) = 0, on ne peut pas conclure & partir des dérivées secondes.
En résumé, si ;—;f (xo,y0) = 0 et ;—;f (z0,%0) = 0, la nature du point critique (xq,Yyo),
est déterminée par le tableaux suivant :
’ det (Hy (0, y0)) ‘ a%f (0, Yo) ‘ Nature de point (z,y) ‘
+ + mintmum local
+ — mazimum local
point-selle
on ne peut pas conclure

ol |

2.1.1.3 Examples :

Exemple 11. On veut étudier la fonction f (x,y) = 22 + y* — 2z — 4y. Elle a pour dérivées
partielle %f (x,y) =2x—2 et a%f (x,y) = 2y—4 qui ne s’annulent qu’en (1, 2), seul point
ou il peut donc y avoir un extremum local. On étudie directement le signe de la différence

df (hyk)=f(1+h2+k)— f(1,2) =R*+k*>0.

Comme cette différence est positive pour h et k voisins de 0 il s’agit d’un minimum. En effet,
2 2 2

oo f(1,2)=2>0 et £5f(1,2) =2, 5%, f(1,2) = 0 et det (H; (1,2)) = 4 > 0, , donc,

il s’agit bien d’un minimum.

Exemple 12. Pour déterminer les extrema libres de la fonction f (z,y) = 2% +y® — 2zy —y
dans R?, on constate d’abord que f est un polynome, donc différentiable dans 1'ouvert R2.
Les seuls candidats extrema locaux sont les points critiques. Toutefois, nous ne disposons
d’aucune garantie a priori sur le fait que les éventuels extrema locaux soient globaux.

Recherche des points critiques. On a

a% (z,y) =0 N 20 — 2y = N x:—%,oule,
a% (z,y)=0 3y — 2z = y=—1% ouy=1.

Classification : a) Comme det (Hf (—%, —%)) < 0, alors (—%, —%) est un point selle.
b) Comme det (Hy (1,1)) < 0, alors, f admet en (1, 1) un minimum local de valeur f (1,1) =

—1. Ce minimum est cependant pas global puisque, par exemple f (0,—-2) = —6 < 0.

Exemple 13. On veut étudier la fonction f(x,y) = 3zy — 23 — y3. Elle a pour dérivées
partiellea%f (v,y) = 3y—3z* et a%f (x,y) = 3y—3y? qui ne s’annulent qu’en (1,1), (0,0),
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seul point ou il peut donc y avoir un extremum local. On étudie directement le signe de la
différence

df (h,k)=f(1+h2+k)—f(1,2)=h*>+k*>>0.

Comme cette différence est positive pour h et k voisins de 0 il s’agit d’'un minimum. En effet,
2 2 2
r=gaf(1,1)=-6<0 et s=7£5f(1,1)=—6,t= 7% f(1,1) =8 et

A =det (Hf (1,2)) =1t — s* = —28 < 0,

’ A =det (Hf (z0,0)) ‘ r= 88—:2]‘ (20, Yo) ‘ Nature de point (z,y) ‘
(0,0)+ + minimum local

(L, D)+ — maximum local
Dong, il s’agit bien d’un minimum.

2.2 Exercices corrigés

Exercice 20. Soit f : R? — R une fonction de classe C? (R?) et (a,b) un point de R%. On
suppose que

0% f
0x0dy

of

of
8y (a

(a,b) =3, 5% (a,b) = 1, et 2

of
0y?

o
£la,h) =0, 5 (a,h) =

Jb) =0, (a,b) =
Le point (a,b) est-il un point critique ? Si oui, de quelle nature ?

Solution : Il est un point critique et plus particuliérement il s’agit d’un point-selle. En
effet

0? 02 o
det (Hy (a,b)) = pe ——f(a, b)a 5f (a,b) — (8x3yf(a7b>> =2-3=-1<0.

Exercice 21. On suppose que (1,1) est un point critique d’une fonction f dont les dérivées
secondes sont continues. Dans chaque cas, que peut-on dire au sujet de f 7

1)
’f . of B af
8xay(1’1) Lo (1) =4, tay (1,1) =2.
2)
O f . of _ of _
agcaya,n_zx,@(1,1)_3, eta—y2(1,1)_2.

Solution : 1) On a

o 02 >
det (Hy (1,1)) = O zf(l 1) oy 2f<1’1) B <8x8y

f(1,1)> =7>0,

et 2L (1,1) =4 > 0.

Dong, il s’agit d’'un minimum local en (1, 1).
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2) On a

0 o? 0
det (Hy (1,1) = 55 (1) 55 (11) - (axayf(l, 1)) ~—-1<0,

et 25 (1,1) =4<0.

Donc, f a un point-selle en (1, 1).

Exercice 22. Déterminer et établir la nature des points critiques des fonction t f : R? —+ R
définies par

D) fzy) =2 +y* +ay+y

2) f(z,y) =ay — 20— 2y — 2% — 3
3) [(x,y) = (x —y) (1 —zy)

4) f(z,y) = y* + 322y — 622 — 61>
5) f(z,y) = e”cos (y)

6) f (v,y) = ycos (y).

7) f(z,y) =y* +zyln(x)

Solution : 1) La fonction f est de classe C? dans son domaine de définition, ouvert R,

Recherche de points critiques :

%f(x,y):() N 20 +y =0 N x:%,
E(x,y)=0 T+ +1=0 y=-2.

Donc, Le seul candidat ( le point critique) est (3, —%).
Classification : Comme det (Hf (%, —%)) =3>0et 62—!; (

un minimum.

2) La fonction f € C? (R?).

,—%) est

Recherche de points critiques :

0 _ _ _
a—gf (x,y) =0 N y—2r—2=0 N r= -2,
5y (@y)=0 xr—2y—2=0 y=—2.
Donc, Le seul candidat ( le point critique) est (—2, —2).
Classification : Comme det (Hf(—2,—2)) =3 > 0 et gz—j; (—2,-2) < 0, alors (—2,—2)
est un maximum.

3) La fonction f € C?(R?).

Recherche de points critiques :
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o 2
92 f(z,y) =0 1-2 =0 =1, ouz =1,
{ax (2, y) :>{ Ty +y é{x ou T

%(w,y):() —2?+ 220y —1=0 y=—1,ouy=1.
Donc, Les deux candidats ( les points critiques) sont (—1,—1), (1, 1).

Classification : a) Comme det (Hy(—1,—1)) < 0 alors (—1, —1) est un point-selle.
b) Comme det (Hy (1,1)) < 0 alors, (1,1) est un point-selle.
5) La fonction f € C? (R?).

Recherche de points critiques :

g—£ (z,y) =0 —e”sin (y) =0,

d’ot1, les deux équations n’admet aucune solutions. Donc, la fonction n’admet aucun point
critique.
6) La fonction f € C? (R?).

{a% (r,y) =0 :>{ e* cos (y) =0,

Recherche de points critiques :

D f(2,9)=0 —ysin (z) =0 T
oz ) = ’ = x, — ——|—]{} 7O ,]{?EZ
{ o (a,y) = 0 cos (z) = 0, (#.9) = (5 +hm.0)

On a une infinité de points critiques alignés sur la droite d’équation y = 0 et qui ont
ordonnée r = (g + km, 0) , ke

Classification : a) Comme det (H; (z,y)) = —sin® (z) < 0 alors ils sont tous des points-
selle.
7) La fonction f € C? ({(z,y) € R* : z > 0}).

Recherche de points critiques :

{a% (z,y) =0 :{y(1+1n(x)):0, :{le, ouz =1,
0

g_g(xvy):() Qy‘f‘l'hl(l'): , y =0, Ouy:i_
Donc, les points critiques sont : (1,0), (%, %)

Classification : a) Comme det (Hy(1,0)) < 0 alors (1,0) points-selle.
b) Comme det (Hy (1,5-)) > 0 et % (£, %) >0, alors (1, ) est un minimum.

e’ 2e e’ e’ 2e



2.2. Exercices corrigés 48

{ U (2,y) =0 ;»{ —ysin () =0,

s
= (z,y) = —+k,0>,k;eZ.
g—g (z,y) =0 cos (x) = 0, (z.9) <2 "

Exercice 23. Une société produit deux types d’ampoules : E'17 et E24. Indiquons par z le
nombre de milliers d’ampoules de type E17 produites et supposons que la demande pour ce
type de lampes est donnée par p; = 50 — x ol p; est le prix de vente en dinnars. De méme,
indiquons par y le nombre de milliers d’ampoules de type E24 produites et supposons que
la demande pour ce type est donnée par po = 60 — 2y, ol py est aussi le prix de vente en
dinnars. Les cotits communs de production de ces ampoules est C' = 2zy (en milliers de
dinnars). Par conséquent, le bénéfice de la société (en milliers de dinnars) est une fonction
de deux variables z et y. Déterminer le profit maximal de la société.

Solution : La fonction profit en milliers de dinnars est
p(z,y) = p1z + pox — C (z,y) = 50z — 2° + 60y — 2y* — 2xy.

Pour maximiser le profit, on cherche d’abord les points stationnaires :

9p — _
{ g;(x,y)—() :>{5O 20 — 2y =0, S (ny) = (20.5).
o (z,y) =0 60 — 4y — 2z = 0,
Classification ( la nature de ces points) : Comme det (H, (20,5)) = 4 > 0 alors (20, 5)
est un point de maximum pour p et le profit maximal vaut p (20,5) = 650. Donc, La société
réalise le profit maximal de 650000 dinnars lorsqu’elle vend 20000 ampoules £17 & 30 dinnars
I'une et 5000 ampoules £24 a 50 dinnars 'une.

Exercice 24. Vous étes le directeur financier d’'une société. Cette entreprise a investi 3000
euros pour mettre au point un nouveau parfum. Le cotit de la production est de 3 euros par
flacon de 100 mL. L’expert consulté par un menbre de cette société a établi que si la firme
(société) consacre x euros en publicité pour son parfum et que le prix de vente d’un flacon
est de y euros, la firme vendra exactement 300+ 6./ — 10y piéces. La firme fixe évidemment
x et y de maniére & maximiser son profit. En tant que directeur financier, il vous incombe
de déterminer ces valeurs.

Solution : a) Revenu de la vente : y (300 + 6/ — 10y).

b) Cotit de production : 3 (300 + 6/ — 10y).

c¢) Coiit de développement et de publicité : 3000 + x.

Profit = (Revenu de la vente) - (Cott de production) - (Cott de développement et de
publicité).

Le profit de la firme & maximiser est donc la fonction

fi(R7) SR
z = f(z,y) = (y — 3) (300 + 61/ — 10y) — = — 3000.

Pour maximiser le profit, on cherche d’abord les points stationnaires :

of -0 3w=3) _ 1
o (,9) N Ve ’ = (x,y) = (164025, 138)
a—y(x,y):() 330 — 64/ — 20y = 0,
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Classification ( la nature de ces points) : Comme det (Hy (164025, 138)) = —z== < 0

et gz—i (164025, 1388) = —20 < 0 alors (164025, 138) est un point de maximum pour f et le
profit maximal vaut f (164025, 138) = 15225. Donc, la société va consacrer 164025 euros a
la promotion de son nouveau parfum et vendre le flacon de 100mL & 138 euros. Elle réalisera
de la sorte le profit maximal de f (164025, 1388) = 15225 euros.



Chapitre 3

Intégrales doubles

Dans ce chapitre nous allons étendre la notion d’intégrale définie aux intégrales doubles
des fonctions de deux variables. Ces notions sont ensuite exploitées pour calculer des volumes,
des aires de surfaces.

3.1 Intégrale double d’une fonction continue

Dans cette section, nous définissons l'intégrale d’une fonction de deux variables, appelée
intégrale double, et nous montrons comment I’évaluer. Elle nous permettra, entre autres,
de calculer I'aire d’'un domaine d’intégration, ainsi que le volume d’un solide limité par les
graphes de fonctions de deux variables.

Soit

D={(z,y)eR*:a<z<betp(x)<y<¢(x)}, (3.1)

oy :x— () ety : x— 1 (x) deux fonctions continues sur [a,b] et ¢ < 1.

Si le domaine le permet, on peut permuter les roles de z et de y : soit ot ¢ : y +— ¢ (y) et ¥ :
y — ¢ (y) deux fonctions continues sur [c, d] avec ¢ < 1.

Notons I’ensemble

D={(z,y) eR*: c<y<deto(y) <z <¢(y)}. (3.2)
Théoréme 4. (Théoréme de FUBINI) .Si la conditon (3.1) est vérifiée. Alors

b Y(x)

// f(xay)dfﬁd?J:/ / [ (z,y) dyde.
D
a o(x)
Si la conditon (3.2) est vérifiée. Alors
d ¥(y)
// f(z,y) dzdy —/ [ (z,y) dzdy.
D
¢ ¢(y)

20
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Exemple 14. On veut calculer I'intégrale double sur D = [0, 1] x [0, 2] :

12
//Df(a:,y)dxdyzo/o/xexydxdy.
//Df(fv,y)dxdyo/l 2

1 2

xe™dxdy

o\

2) On veut calculer I'intégrale double

//D (3:2 + yz) dzdy,

D:{(m,y)€R2:0§x§2 et:p2§y§2x}.

sur
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My a2 > 216
—° =2+ = ==
3 3|, 35

Deuxiéme méthode. Le domain D peut étre décrit par

D:{(yc,y)e]R2 0<y<det Jy<z<

NCRIN
——

35"

13y°1" 216
24 |,

Remarque 8. Cas particulier
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Si D est le rectangle
D:{(x,y)ER2 : agxgbetcgygd}.

et si f est le produit d'une fonction qui ne dépend que de z et d'une fonction qui ne dépend
que de y, i.e. f(z,y) =h(x)g(y), alors

b d

| tedsty= | [n@as) | [awa

a c

Exemple 15. On veut calculer 'intégrale double sur D = [0, 1] x [0, 2] :

//D fx,y) dedy = 0/1 0/2 zydady.

1

//Df(:v,y) dxdyo/o/zxydxdy

1

2

= / xdx / ydy

0 0
2

-5 -5

2) Soit D C R? I'ensemble délimité par les courbes d’équation z = %, xy =1ety =22

On veut calculer I'intégrale double
// [ (z,y) dedy.
D
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Cette intégrale mesure 'aire de la zone coloriée et on peut la calculer par plusieurs
méthodes. Pour cela, il faut tout d’abord calculer les points d’intersection des courbes qui
délimitent :

1) Soit par
1 1 .
//f(x ) dxd —//d d:z:—/ l—x2 dx = ln(x)—lx2 —1n(2)—l
5 Y Y= yar = - = 3 L o
; 2
2) Soit par
v >

mh—‘%

//Df(x,y) drdy = jfd:vdy+/2/d:vdy:/l[:v]

1
2

L 2y2 Y

Y z _ 7

dy+/[x]§dy—[3 5
1

3.2 Changement de variables

Proposition 6. Soit ¢ : R2 — R et ¢ : R? — R deux bijections de classe C'. Considérons
la fonction de changement de variables

F:R2—R?
af;}-}F([L’:QO(U,’U), y:@D(U,U))
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Soit f (z,y) une fonction continue sur un domaine D fermé et borné, alors

//Df(:v,y) dmdyZ//Df(go (u, ), (u,v)) - Jdudv,

ot
_ Lo(u,v) Lo(uw) ] 0 9] ) )
J = det { 2%¢ (u, v) %¢ (u,v) } = %(p(uuv) : %w (u,v) — %SO(U,U) : %w (u,v),

appelé déterminant de la matrice jacobien de la fonction F'.

3.2.1 Cas des coordonnées polaires

Le changement de variables en coordonnées polaires

{ r=a+rcos(d),

y=0b+rsin(6),
est donné par I’application
(r,0) — (x=a+rcos(d),y=>b+rsin(0)),

o (r,0) € R% x [0,27] sont les coordonnées du point (z,y) € R?*\ {(a,b)}.

b

Cette application a jacobienne

_ To(r,0) Ze(r0) ] _ cos(f) —rsin(f) |
= et { %ﬂ’ (r,0) gﬂ) (r,0) ] = det { sin () rcos(0) | "

Donc

//Df(:v,y) dxdy = //Df(a+rcos (0),b+rsin (0)) - rdrds.

Exemple 16. On veut calculer
1
——————dxdy,
//D T+a2 g2
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sur 'ensemble
D:{(:zc,y)ER2 c0<y<aV3et 1§x2+y2§4}.

; ¥=v3x

Si on passe en coordonnées polaires on a

{ x =rcos(0),

y =rsin(6),

d’ou

D:{(T,H)ERiX[O,QW]:O<9<g et 1<7‘<2}.

On doit alors calculer

T2 2

r r
//Df(x,y)dxdy—//1+r2drd9+/d9/1+T2dr

0 1

Wy

=]
Ju—

~ 50

3.3 Quelques intégrales remarquables

“+o00 [e%e} “+o00

/e’”2d:ﬁ: /e—Ide /e—y2dy

0 0 0
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D’ou
et

3.4 Exercices corrigés

Exercice 25. Calculer 'intégrale double

ry
————dady,
//171+:E2+y2 ’

D={(z,y) eR*: 0<a <L 0<y<letl<z’+y’}.

sur ’ensemble

Solution : La partie D C R? est I'intersection du carré [0,1] x [0,1] et de I'extérieur du
cercle de centre (0,0) et de rayon 1. La fonction f est continue sur D.
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A Taide du théoréeme de Fubini, on a

1

xry xy
— 2 dxdy = — _dyd
//Dl+x2—l—y2xy o/ / 1+x2—|—y2ym

- /g [In (24 2%) —In(2)] do

2

O/Ig {m (1+%>} d.

Pour calculer la derniére intégral, en faisant le changement de variables

2
u="%5=du=dx
xr— 0, u—0,
x—>1,u—>%.

On obtient )

//Df(x,y)dxdy:/g {m (1+§)}dm

0

In(1+u)du

(=)
[SIES
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w)ln (14 u) — (1+u)]§

RNCE

Exercice 26. Calculer 'intégrale double

//D (y + 1) dzdy,

D:{(x,y)€R2 : ()g:cg% et sin(ac)gygcos(x)}.

sur ’ensemble

Solution : Le domaine D est :

Y
sin(x)
cos(x)
R
4
On a
T cos(x)
|| tewisay= [ [ 04y
D
0 sin(zx)

1
1 cos(x)
2
= / sy ty dx
2 sin(x)

_ / {COS;%) + cos () — sin (x)} iz

N|=

:[M+cos(x)+sin(g;)] :\/5_2

4
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Exercice 27. Calculer 'intégrale double

// (1+ 3z +y) dedy,
D

D:{(az,y)eR2:O§x§16t0§y§2—2x}.

sur '’ensemble

Solution : Le domaine D est un

y=2-2x:

triangle, ot I’équation de la frontiére supérieure est
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Y,
2

-]

1 X
On a
1 2—-2x
// f(x,y) dxedy :/ / (14 3z +y) dydz
b 0 0
1 1 2—2x
— / [y + 3zy? + —yQ] dx
27 Jo
0
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Exercice 28. Calculer I'intégrale double

// xydxdy,
D

sur ’ensemble d’intégration est coloré dans la figure ci-contre.

Solution :

D:{(x,y)€R2 : —1§x§0€t0§y§x+1}u{(x,y)€R2:nggletx—lgyg()}.

Exercice 29. Calculer 'intégrale double suivante

//D f (z,y) dedy,

en tracant au préalable D, avec
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f(z,y) ==z, D:{(:U,y)E]R2 : yZO,x—y+1zOetm+2y—4§O}.

f(x,y) =x+y, D={(z,y) eR*: 0<z<leta®<y<uz}.

f(z,y) = cos (zy), DZ{(ZE,?/)GRQ:1§l‘§26t0§$y§g}.

f(z,y) =y, D={(z,y) eR* : 2 >0, y>0etay+z+y<1}.

f(x,y) = L T D:{(a:,y)ERQ:1<x<3,y>26tx+y<5}.
(z+y)

Solution : 1) On a

:y20,x—y+1206t:(:+2y—4§0}

:yZO,mZy—letxgél—Zy}
:yZOety—l§x§4—2y}.

D’autre part, pour que cette inégalité ait un sens, on doit avoir
y—1<4-2y=y<1.
Et
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Donc
3 4-2y %1 4y
//f(x,y)dxdy:/ / xdyd:v:/{—ﬁ] dy
D 2 y—1
0 y-1 0
%
1 2 2
=5 [ [4=29)" = (y—1)7]dy
0
3
1 2
=5 [15 — 18y + 3y°] dy
0
1 143
== [15y — 9> +4°]2 = —.
5 1By =9 +9°]5 = <
2) On a

D:{(m,y)€R2:0§x§16tm2§y§x}.

Donc
1 22 1 1

//Df(x,y)dxdy://(x+y)dyda::0/{xy%—y;rzdz:o/{$2+%2—$3—%4} dz

0 =z

3) On a
D:{(x,y)€R2 : 1§x§26t0§xy§g}
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4) Le domaine s’écrit

D={(z,y) eR*:

= {(x,y) cR?:

x>0, yZOetmy+x+y§1}

r>0,y>0et ylx+1)<1-—

v}
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On décompose la fraction en éléments simples :

M—x—4+ 8 __ 4
(1+2) l+z  (1+a)*

1 15

ﬂf@wMWZ//me
b 0 0
1

1 1—2\°
:—/x( x) dx
2 1+zx
0

x? 4
— —4 In (1
{2 z+8lIn( +x)+1+x

On obtient




3.4. Exercices corrigés 67

11

5) On a
D:{(x,y)€R2 : 1<x<3,y>2etm+y<5}

:{(x,y)€R2 1<z <3, et2<y<5—x}.




Chapitre 4

Intégrales généralisées (Impropres)

On défini et étudie les propriétés de I'intégrale, sur un intervalle fermé et borné ( compact)
d’une fonction intégrable, donc borné sur cette intervalle.

On propose maintenant d’étendre cette étude & des fonctions définies sur un intervalle
I borné, non compact (ouvert ou semi-ouvert) et qui sont intégrables dans tout intervalle
compact inclus dans I. Le probléme qui se pose est alors le suivant : « Peut-on définir une
intégrale de f dans tout intervalle I »

4.1 Définitions et premiéres propriétés

4.1.1 Fonction localement intégrable

Définition 9. Soit f définie sur un intervalle I C R. On dit que f est localement intégrable
sur [ si elle est intégrable sur tout segment inclus dans /.

4.1.2 Cas d’une fonction non bornée sur un intervalle borné

Définition 10. Soit f une fonction localement intégrable sur [a, b], avec a, b deux nombres
réels tel que a < b. Si

z—b

lim/f(t) dt =1 (I finie, i.e., existe).

On dit que 'intégrale fab 1 (t) dt (Intégrale généralisée ou Intégrale impropre) est convergente.
Dans le cas contraire, on dit que l'intégrale est divergente.

Remarque 9. On définit de maniére analogue 'intégrale généralisée fab f (t) dt pour une fonc-
tion f continue sur ]a, b|.

68
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4.1.3 Cas d’une fonction définie sur un intervalle non borné

Définition 11. Soit f une fonction localement intégrable sur [a, +00[. Si

T—r+00

lim /f(t) dt =1 (I finie, i.e., existe).

On dit que l'intégrale fa+oo f (t) dt est convergente. Dans le cas contraire, on dit que I'intégrale
est divergente.

Remarque 10. On définit de maniére analogue l'intégrale généralisée ffoo f (t) dt pour une
fonction continue sur |—oo, al.

Exemple 17. 1) L’intégrale f:oo e Ptdt, p > 0 est convergente. En effet, puisque

1 T 1
lim e Pldt = lim {— _— } =
T—r4-00 T—+00 | D p

alors, fa+oo e Pldt = Ilj existe.
2) L’intégrale f;roo sin (¢) dt est divergente. En effet, puisque

. . . . o _ !/ -
2?l_1>ri100 sin (t) dt = xl_lg{loo( cos (x) — cos (a)) n'existe pas,

alors, f;oo sin (t) dt n’existe pas (diverge).

Remarque : Pour a = 7, on obtient

T

xEIJPoo sin (t) dt = —xginoo [cos ()] .

Cette limite peut prendre une infinité des valeurs, ainsi nexiste pas. Par conséquent 1'in-
4 +oo . .
tégrale [ sin (t) dt est divergente.

3) L’intégrale fol ﬁdt est convergente. En effet, puisque

lim t = lim [arcsin (x)] = W,

ro
r—)l/\/l_th z—1 E
0

alors, f0+oo ﬁdt = 7 existe (converge).

4) L’intégrale f02 %dt est divergente. En effet, puisque

2

, 1 : '
JL%L zdt = glﬂlir(l] [In (2) — In (z)] = +oo n'existe pas,
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alors, f02 %dt n’existe pas (diverge).
5) L’intégrale fa+°° \/Lﬁdt, a > 0 est convergente. En effet, puisque

T

1 1 1 2
lim ——dt = lim 2 {— — —} = —
T—+00 V3 T—+00

+o0

alors, [ \/Ltfgdt = \/la existe (converge).

4.2 Propriétés élémentaires de ’intégrale sur [a, b

Théoréme 5. (Intégrales doublement impropres) Si f est localement intégrable surla,b[, Ve €

la,b[, on pose b ) b
[rwa=[rwas [ 1o

alors, fabf(t) dt est converge si, et seulement si, les deux intégrales du second membre

(i.e., [T f(t)dt et fcbf (t)dt, ) convergent.
Sinon, on dit que ['intégrale impropre fabf (t)dt diverge.

Remarque 11. Le théoréme précédente montre que, pour étudier une intégrale doublement
impropre, il faut la décomposer en deux intégrales impropres.

Exemple 18. 1) L’intégrale fj;o Hltg dt est convergente. En effet, Ve € |—00, +00] et puisque

& T

T C

alors, fjozo e dt = T existe.
2) L’intégrale fj;o sin (t) dt est divergente. En effet, Ve € |—00, +00[ (on prendra ¢ = 0)
et puisque
0 T
lim [ sin(¢)dt+ lim /sin (t)dt = lim (1 —cos(x))+ lim [—cos(x)— 1] n'existpas.
T—>—00 T—>+00 T—>—00 T—>+00
T 0

Exercice 30. Etudier la convergence de l'integrale suivante

b

/tlrdt, b0,

0

ou r est nombre réel donné.
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Solution : On distingue deux cas : r =1 ou r # 1.
1" cas:sir =1, on a

b .
alors, fo t%dt diverge.
2°¢ cas :sir # 1, on a

/—dt = lim t_dt lim

=0 z—0t1 —7r oo, r>1,

[bl—r - $1—r] _ { bll::’ r<l,

b . . .
alors, fo tirdt diverge si r > 1 et converge sir < 1.

4.2.1 Intégrales de référence

Dans cette partie on donne quelques résultats fondamentaux des intégrales impropres de
type spécial qui peuvent étre utilisés a 1étude de la nature d’autre intégrale impropre.

Proposition 7. (i) L’intégrale impropre f1+°° t%dt est convergente si o > 1.
(79) L’intégrale impropre ffLoo - dt est divergente si a < 1.
(1ii) L’intégrale impropre fol tiadt est convergente st o < 1.
(v) L’intégrale impropre fol dt est divergente si a > 1.
Exemple 19. 1) Les intégrales f1+oo Ldt et fol Ldt sont convergentes
2) Les intégrales fol tizdt et f ool dt sont divergentes.

Corollaire 1. §i —co < a <b< +oo et a € R, alors
(1) L’intégrale impropre en a : f —dt converge si et seulement st o < 1.

(12) L’intégrale impropre en b : f dt converge st et seulement st o < 1.
Proposition 8. (i) L’intégrale impropre fo > etdt est convergente si a > 0.

(17) L’intégrale impropre f0+°° e~ dt est divergente si a < 0.
Exemple 20. L’intégrale impropre f(foo e~tdt diverge car « = —1 < 0 et I'intégrale impropre

f0+oo eldt converge car a =1 >0 .

4.2.2 Linéarité

Théoréme 6. Soient f, g deux fonctz'ons réelles localement intégrable. sur [a,b] alors
i) Si fabf( dt converge et f g (t)dt converge, alors f (f + g) (t)dt converge. De plus, on

b

/b(f+g)(t)dt=/f(t)dt+/bg(t)dt

a
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(i1) Si fab f (t)dt converge, alors fab (Mf) (t)dt converge et on a fab (\f) (t)dt = )\fabf (t)dt.

Remarque 12. Si fab f(t)dt et fab g (t) dt sont divergentes alors on ne peut rien conclure sur
la nature de I'intégrale fab (f+g)(t)dt.

Par exemple si on prend lintégrale f;roo t%dt.

Remarque 13. D’une part, on a

sl T 1
1= —dt:/ R dt,
2 2

1 1

et d’autre part, les deux intégrales f;roo %dt et f;roo %dt sont divergentes, c¢’est-a-dire

sl T 1 Tiar T
+ +
1= [ 2dr= ~ N dt— | ~ar.
2 /( 2 t> 7&/ 2 /t
1 1 1 1

4.2.3 Intégration par partie

Théoréme 7. Soient f, g deuz fonctions deux fonctions de classe C* sur [a,b| et a valeurs
dans R (i.e., f, g € C' ([a,b],R)).

Si f-g posséde une limite finie en b~ alors les intégrales impropres fab (f'g) (t)dt et fab (fg") (t)dt
sont de méme nature.

St de plus elles sont convergentes, alors

b

b
[ua-irgi- [

a

4.2.4 Changement de variable
Théoréme 8. Soient a, b deux réels tel que a, b € R, ¢ une bijection de classe C' de ]a, b]
sur son image et f une fonction continue sur ¢ (la,b|). Alors, les intégrales LZO(S;)) (f)(t)dt et

fabf (p(u)) ¢ (u) du sont de méme nature et égales si elles convergent.

4.3 Intégrales de fonctions positives

Dans cette partie nous donnons les principaux critéres de comparaison adoptés pour
I’étude de la nature dune intégrale généralisée. Pour la suite nous utiliserons que les fonctions
positives. Pour les intégrales des fonctions négatives, il suffit de considérer la fonction —f
qui nous améne au cas des intégrales des fonctions positives.

Si f une fonction définie et positive sur I = [a, +00], alors

o () Z/f(t)dt,
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est une fonction croissante sur / . Pour que ¢ ait une limite, il faut, et il suffit, que ¢ soit
majorée. Donc, on a le théoréme suivant.

Théoréme 9. Si f une fonction définie et positive sur I = |a,+00| et intégrable dans tout
intervalle compact [a,x] C I, alors f;oo f(t)dt, existe si et seulement si [ f (t) dt majorée
sur I .e., AM > 0 tel que

0< /f(t)dt <M, Vzx € la,+o0[.

Et donc lintégrale f:oo f(t)dt (resp. fabf (t)dt) diverge si et seulement si f:oo f(t)dt =
+o00 (resp. f:f (t)dt = +00).

Remarque 14. Le résultat rest valable pour I = [a, b|.

4.3.0.1 Reégles de convergence (Critére de convergence)

Définition 12. On dit que deux intégrales sont de méme nature si elles sont soit toutes les
deux convergentes, soit toutes les deux divergentes.

e Condition nécessaire de convergence sur [ = [a,+oo] ou [ = [a,}] :

Théoréme 10. Soit f une fonction localement intégrable sur I = [a,+oo| . Si l'intégrale

f:oo f(t)dt, converge et si lirll f; f(t)dt, existe, cette limite est nécessairement nulle.
T—r+00

Corollaire 2. L’itégrale impropre fab f (t)dt converge si l'un des restes fcb f@)dt,a<ec<b
converge.
e Comparaison de fonctions positives :

Théoréme 11. Soit f et g localement intégrables et telles que 0 < f < g sur I = |a, +00].
(i) Si [7° g (t)dt converge, alors [7° f (t)dt converge aussi.

(17) Si fjoof(t) dt diverge, alors f;oog(t) dt diverge aussi.

Exemple 21. On considére I'intégrale suivante :

—+00

/ et dt.

a

Comme e~ < et ¥Vt > 1, onaVe>a> 1,

“+o0o +oo
/ e dt < / e ldt = e ¢ < .

Le reste fc+oo et dt de l’intégralef:oo e " dt est convergent, d’oilf;roo e ¥ dt est converge.
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e Equivalence de fonctions positives :
Théoréme 12. Soit [ et g deux fonctions positives.
(1) Si f 9 alors les intégrales f:oo f(t)dt et fa+°°g (t) dt sont de méme nature (c’est-a-

dire qu’elles sont toutes les deuzr convergentes ou toutes les deux divergentes).
(i1i) Si f ~ g, , alors les intégrales fabf (t)dt et fjg (t) dt sont de méme nature.

Plus généralement on a la proposition suivante.

Proposition 9. Soient f, g : [a,b] = R deux fonctions localement intégrable positives telles

que
[ (1)
lim—= =1 (l € R).
t—lglfg (t) (LeR)
(i) Sil# 0 alors les deux intégrales et f(f f(t)dt et ffg (t) dt sont de méme nature.
(15) Sil=0 (f =0 (g) i.e., f est négligeable devant g au voisinage de b), alors
(a) Si [ g(t)dt converge, alors [ f (t)dt converge aussi.
(b) Si fa+oof(t) dt diverge, alors fa+oog(t) dt diverge aussi.

Remarque 15. 1l est important que f et g soient de méme signe au voisinage du probléeme
étudié, sinon les fonctions peuvent étre équivalentes et leurs intégrales de nature différente.

Corollaire 3. (i) Soit f une fonction localement intégrable sur |a, +o00| et positive. Sil existe
a > 1 tel que
lim t*f () =0,

t——+00

alors lintégrale impropre f;roo f(t)dt est convergente.
(1) Soit f une fonction localement intégrable sur [a,b] et positive.
Sl existe o < 1 tel que

lim (b—t)* f (t) =0,

t—b—

alors ["intégrale impropre fff (t) dt est convergente.

Remarque 16. e Situations de référence

(1) Pour @ > 0, on a

+00
1
/ t—adt converge <= a > 1.

(2) Pour @ > 0, on a (Intégrale de Riemann)
[l
/t—adt coverge <= a < 1.
0

(3) L’intégrale
1

/ln (t) dt converge.
0
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(4) Pour a > 0, on a
400

/ e~ dt converge <= a € R

a

Exercice 31. Etudier la nature et calculer la valeur des intégrales suivantes :

+o0o +o0 +o0o

1 1
1) /tn—(t)th, 2) /—dt, 3) /t3e_tdt
(t2+1) 2Vt + 1

0 1 0

0 [t o [ (oen(3))

0

Solution : 1) Il y a deux problémes, un en 0 et un autre en +ooet on a
Tt [t Tt
/ () o, /—n< )t + / () g
(24 1) 2+ 1) (t2+1)
0 0 1
Au voisinage de 0 : On a

tln (t)
m-——— =
t—0+ (t2 + 1)

Y

la fonction a intégrer est prolongeable par continuité en 0, elle est intégrable.
Au voisinage de 400 : On a

~Y

(12 +1)% +oo 13

tln(t) In ()

Puisque

IO Y () NI :Y ()

2 = =0,
t—+o00 (t2 + 1) t—4o0 ¢

alors, d’aprés les régles de Riemann lim ¢*f (1) = 0, o > 1 o f (£) = 20, Ja fonction est

t—-+o0 (t2+1)2
intégrable. Donc, I'intégrale impropre

G
/n_<>2dt,
/)

converge.

Ainsi, I'intégrale impropre
+00

/ tln (1) 5
GRSV
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converge et on intégre par partie, on obtient

“+o00 x

tln (¢t tln (¢
/ n—(>2dt — lim n—()2
(t2 + 1) T—+00 (tQ + ]_)

€

, 1 ) v 1/
= lim —— X -
T—+00 2 2 t2+1

] /(i)

~ lim ([_lx “‘“} —i—%[ln()—ln(tQ—l—l)]f):O,

T—+00 2 t2+1 .

il n’y a plus de forme indéterminée compliquée, la limite est nulle.
2¢me méthode : Il existe une bonne ruse pour cette intégrale, sachant que l'intégrale

converge on peut faire le changement de variable

r—r-+00

= lim [—1 X
2

1{t—>0+:>u—>+oo,
U=—=>1t=—
Uu

t— +oo=u— 0F,

SN

d’ou dt = —#du, on obtient

+oo +oo
thn(t) . uln (u) "
O/ (t2+1)2dt_ 0/ (u2—|—1)2d '

Par suite, on remplace u par t ou bien ¢t par u, on obtient pour le premier cas :

T oim i
2/11_()2(#:0;\/11_()2:0_
UNCESY CESY

2) La fonction t — ﬁ est positive et on a

1 1

NCES R
Comme f0+°° t% est converge ( intégrale de Riemann avec o = 2 > 1), alors

+0o0 1

| it
vt 41

1

converge et en faisant le changement de variable u = t? 4 1, d’ott du = 2tdt, on obtient

—+00 x

1 1
——dt = 1i
/ vtz +1 x—>+°0/ V2 +
1
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2241

1
= i S
2

en faisant encore le changement de variable v = \/u , d’ou dv = #ﬂdu, on obtient

du,

T—+400
2

241 V241
1 1
li ——du= 1l d
- (u—l)\/ﬂ Y z—lf-&{loo / v2—1 v
V2
V241

T—~400 v+1 V2
3) Puisque
In (¢
lim #* x *e7t = lim n () =0,
t—+oo

t——+o0

alors, d’aprés les régles de Riemann th+m t*f(t) =0, a>1ou f(t) =t3e" la fonction est
—+00

intégrable. Donc, I'intégrale impropre
+oo

/ e tdt,
0
converge et on a
+oo x
/ teldt = lim [ tde'dt
T—+00

1 0

lim ([—x?’ — 322 — 6x — 6} e ¥+ 6) = 6.

T—r—+00

4) 11 y a deux problémes, un en 0 et un autre en +ooet on a

+o0
/ - Jtne [t
(t4 +1) \f (t* + \/' (t*+1)
Au voisinage de 0 : On a
t° o
~N — = t27
0 /1

d’ou



4.3. Intégrales de fonctions positives 78

la fonction a intégrer est prolongeable par continuité en 0, elle est intégrable. Donc fo ﬁidt

converge.
Au voisinage de +00 : On a

t° 1
(1) Vi oo \/ t—%’

il s’agit d’une fonction de Riemann avec a = —% § 1i Ldt diverge, donc d’apres le
critére d’équivalence l'intégrale impropre fl v +1 dt dlverge
Ainsi

+o0 t5

[ bt

(t+ 1)Vt

0

diverge.

5) D’une maniére simulaire.

Exercice 32. Etudier la nature

Solution : La fonction f : ¢ — 3—”7{% est continue et positive sur |0, +-o00].
On a

“+o0 1 “+o00
YT+t — <t VI+t— </t VTrt—t
Vo oV = | Y T Vg | YT Vg
Vi Vi Vi

1) Au voisinage de 0 : On a
1
t) ~ —.
r)y

Comme l'intégrale de Riemann fo L —7dt existe (converge), alors f L H ‘/dt converge.
2) Au voisinage de 400 : On a

\?/i—\f \\;;(\/;_1>:té(%+o(%>>,

Ft) ~

d’on

Comme l'intégrale de Riemann fol —+-dt existe (converge), alors f1+oo B—Wr\;%dt converge.
t6
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4.4 Intégrale des fonctions de signe quelconque

4.4.1 Convergence absolue

Définition 13. Soit f : [a,b] — R une fonction localement intégrable. L’intégrale impropre
fab f (t) dt est dite absolument convergente si 'intégrale impropre ff |f (t)| dt converge.

Proposition 10. Soit f : [a,b] — R une fonction localement intégrable. Alors,
si fab f (t)dt est absolument convergente, alors fab f (t)dt converge aussi.

Exemple 22. Lintégrale
“+o0o

/ e 'sin (ln (t2 + 1)) dt,
0

est absolument convergente. En effet :
|e_t sin (ln (t2 + 1))| <e

Comme l'intégrale f[;roo e~tdt, est convergente, alors 1’ intégrale
“+o0o

/ e 'sin (ln (t2 + 1)) dt,
0

est absolument convergente.

4.4.2 Critére d’Abel pour les intégrales de la forme [ fg

Proposition 11. (Théoreme d’Abel) Soient f, g : [a,b] — R deux fonctions localement
intégrable.
(1) Si f est monotone et lirgl f(t)=0.
t—b-

(ii) s’il existe M > 0 tel que pour tout x € [a,b], | [T g (t)dt| < M.

Alors, I’ intégrale impropre f; f(t)g(t)dt converge.
Exemple 23. L’intégrale généralisée f;roo @dt, est convergente. En effet :
1

D’une part, on a f () = ; est une fonction décroissante sur [1,+o0| et tliin f(t)=0.
—+oo

D’autre part, on a

Vo € [1, +ool, /sin (t)dt| = |cos (1) — cos (z)] < 2.

Ainsi d’aprés le Théoréme d’Abel, lintégrale impropre f1+oo wmﬁ converge.
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4.4.2.1 Intégrale semi-convergente

Définition 14. L’intégrale impropre fab f (t)dt est dite semi-convergente si elle est conver-
gente mais nest pas absolument convergente.

400 sin(t

Exemple 24. L’intégrale [
elle est semi-convergente. En effet

en utilisant le Théoréme d’Abel (Proposition 11), il est clair que I'intégrale [ oo sin( t) dt est
convergente.

sin®) gt converge mais elle ne converge pas absolument. Donc

Etude de la convergence absolue : Pour tout ¢t > 1, on a

sin? (¢) < |sin ()]

t - t
et
sin? (t) 1 —cos(2t) 1 cos(2t)
t 2t T2t 2t
D’apreés linéarité (Remarque 7), puisque I'intégrale impropre | 1+°O %dt diverge, alors et d’aprés
le critére de comparaison [, oo ‘Sm En®l g4 diverge.

4.5 Exercices corrigés

Exercice 33. Calculer les inégrales généralisées suivantes :

+o0 +o0 L
/ dr, 2) /e_ﬁd 3) /ln(x)dx
—ax
1+ e*)( 1+e*w) “ N2
0 0
1 i
/ / 1n(x 6) /x”e‘xda:, n € N*
1 0 0

Jus

“+oo

+00 2
arctan () / 1 cos (2x)
7 | YV——de, 8) | ———dz, a>0,7r>0, 9) [ ——d
)/ 1oz & 8 | St ax 0 ) e 20)

1 a

Solution : 1) On a

—+00 —+00

/(1+6$)}1+6—z)dx:/ﬁdx

0 0
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2) Ve € 10, 4+00[, on a

—+00 c —+00

e~V p e~V p e Ve p
= +
0 0 c
c 7\/} t 7[
= lim ¢ dzr + lim ¢ dr = lim 2e Vi — lim 2 Vi =2
t—0+ \/E t—+o00 \/E t—0+ t—+oo
0 0

3) En intégrant par parties, on obtient

1

,\/E
. € .
/hrl(ac)dx:tl_l)rgl+ \/de——l—tl_ligr [tln(t) —t] = —1.
0 t

4) En intégrant par parties, on obtient

+ ! t
/—n(f>dx: lim /ln(;c)
X t—+o00 T
| 1
— lim [nt(t)——+1}:

5) En intégrant par parties puis en décomposant la fraction rationnelle obtenue en éléments
simples, on obtient

= lim [ —
t—0+ t—>0+ a: 1 + :)3
In 1
= lim ( ) / ( )d:v
t—0+ taO'*‘ X 1 + :IZ'

= tlj%l+ (_ln (t)) + lim (In(1+¢) —In(t) —In(2))

t—0t

— () + lim {tllj(? —1n<1+t>} = —In(2).

6) En intégrant par parties, si n > 1, on obtient
o] t

/x”e‘xdx = lim /a:"e_l’dx
t——+o00

0 0
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t

= lim —t"e_t+n/x”_le_xdx
t——+o0
0
t

= lim |n [ 2" % ®dx ]|, car limt"e ' =0.
t——+oo t——4o00
0

Dong, il en résulte que I,, = nl,_;, Vn € N* et par récurrence, on obtient

I=n(n—-1)(n—2)...1=n!l, VneN".
7) On a

“+o00

¢
t t
/ arctan (m)dx — lim /arc an () e
1+ 22 t—-+00 14 22

0 1

1 2
= lim [ =arctan®(t) ) = T
t—-+oo \ 2 8

) On décompose la fraction rationnelle en éléments simples, on obtient

+oo t
1
/—dx: lirn1 (l— ! )dm
z(r+ ) t—+oor r xr+r
1
= lim (ln( a >+ln( ! )) —ln( ¢ )
t—400 r+a r+t r a+r
9) Ve € ]0,+00[, on a
/ cos (2x) _cos (2z) [ cos (2x)

T+ | ——==d
\/sin ( 2$ /sin ( 2x \/sin (22) !

c t
i [ S8 (2x) cos(2x) +1 cos (2x)

'HO \/sm 217 \/Sm Qm
= —%incl)\/sin (2t) + lim+/sin (2t) = 0.
— t—3

———dx

Exercice 34. Montrer que les intégrales suivantes convergent :

us

400 1 +o00
1 . . B 1 + sin (z)
1 ——e VI gy 2 /ln 1 + sin (z /e Pdx,  4) /—dw
) 0/ 7 ) ( / Lo

[VE]
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Solution : 1) La fonction f : x — \%e*”””? est continue et positive sur ]0, +o0o[. On

a
+oo

+oo 1
1 _ 1+ + 2 / 1 —/1 2 / ]. _ 2
Vitz+z d Vitz+z d Vitz+z dr.
0/ \/Ee . / \/Ee . \/Ee o

a) Au voisinage de 0 : On a
1

7
el 1
Vi TV

Comme l'intégrale de Riemann fol \/%dt existe (converge), alors fol \/Lge_V +ata? 4y converge.

ft)~

Par comparaison, on a

b) Au voisinage de +oo : Par comparaison, on a

1 e*\/1+az+x2 <e®.

T

Comme l'intégrale fol e tdt existe (converge), alors f;roo \/Lie_V Ho+a® 4y converge.
2) On a

™

(ME

1

/ln(l—i—sin(x))dac— /1n(1+sin(x))dx+/ln(l—l—sin(x))dx

z 1

2

Wl

1 t

= lim [ In(1+sin(z))der+ lim [ In(1+sin(z)) dz.

_r jus
t——3 =3

t 1
Cherchons un équivalent de In (1 4 sin (x)) au voisinage de —7. Posons u = = + . Alors

In(1+sin(z)) =1In (1 — cos (u))

hn (%2+0(u2))

~Inw? (%m(n)

—Inu? +1In G + 0(1)>
ey [ )

n 1 (o] n 1 o
Puisque lim (1(122——2()1))) =0, alors 1 + w ~ 1. Donc
u—0 niw niw 0

(Inw?) (1 + hl(%—é—_q;)(l))) ~ 21In (u).

In
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Ainsi
In (1 +sin (z)) = (Inu?) <1 + W) ~ 2In(u) =2In (x + g) :

D’autre part, comme fol In (u) du converge, alors f_lz In (1 + sin (z)) dx converge ( de méme
2
nature).

D’une maniére similaire, on trouve, flg In (14 sin(z))dx et — fo In (u) du de méme nature
(convergent).
3) Vx> 1,0na

2

?>r=e <e

D’ot, par comparaison

+00 +00
/ e d < / e dx.
0 0
Donc, comme f0+oo e *dx est converge, alors f0+°° e~ dx Dest.
4) Vo >0, 0n a
1 + sin (x) < 1 4 sin (x )

1+ Va3 Va? \/_

d’ott, par comparaison, les intégrales [,™ Hsm x)d et ;7 \/%dx de méme nature (convergent).

car sin (z) < 1.

Exercice 35. Déterminer pour quelles valeurs du couple (o, 3) € R? les intégrales suivantes
sont convergentes. (On dessinera dans le plan I'ensemble des couples («, 3) pour lesquels il
y a convergence).

T (1 20 ) — g
/ g / @+, / Atz -2,
z® (1 + 2P) B B
0 0 0
Solution : 1) Cherchons un équivalent simple en 0 et en +oo de la fonction définie sur
10, +-00[ par
I
P ———————
z® (1 + 2P)
Le résultat dépend du signe de . On peut resumer ce que l'on obtient dans le tableau
suivant : On pose I = fol x)dx et J = f x)dz. On a
f~glf~yg condltlon de convergence de I | condition de convergence de J
B>0] = —F a<1 a+pB>1
B=0]| 7= o a<l1 a>1
B<0| = — a+8<1 a>1

L’ensemble des couples (a, 3) pour lesquels l'intégrale fooo g (z) dz converge est le domaine
du plan limité par les droites d’équation v + 5 = 1 et @ = 1 (exclues). On ne peut jamais
avoir 3 = 0.
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b) Méme méthode. Les équivalents dépendent du signe de « cette fois. Remarquons que si
a>0, z* = 0, quand x — 0, donc In (1 + x) ¥ x® et si a < 0, on peut écrire

1
In(142%) =Ina® (— + 1)
xa

=In(z*) +Inz® (1+27%)

= (In (%)) (1 + mmjrfl(:ct)xa)) '

(In (%)) <1 + In xjél(;)x%) ~ aln (x).

On a des résultats invers es en +00. On peut resumer ce que 'on obtient dans le tableau
suivant : On pose [ = fol x)dr et J = f x)dx. On a

Donc

f ~9 f~uy condltlon de convergence de I | condition de convergence de J
a>0| = am;—[f) B—-—a<l B>1
a=0] 2@ | BB B<1 B>1
a<0 ah;(g) 2 B<1 f—a>1

L’ensemble des couples («, 3) pour lesquels I'intégrale [ g (x) dz converge est le domaine
du plan limité par les droites d’équation § — «a = 1 et f = 1 (exclues). On ne peut jamais
avolr a = ().

3) L’intégrale est généralisée en 0 et en +00, et on

+ool 1 1 o +ool o N

/( +‘” - / +‘” - da:—i—/—( ) o
B

0 0 1

a) Au voisinage de +oo : Posons

(14 2)* — a2~
B '

fx) =

Si a = 0, la fonction f est nulle et I'intégrale converge.
Sia # 0, et si x tend vers 'infini, on écrit

(1+x)a—xa:xa(<1+§)a—1),

et en faisant un développement limité en 0 par rapport a %, on obtient

(1+2)* — 2% =2° <1+%—I—o(é) —1)
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Donc o
r) ~ ————.
f(z) oo pB—atl
N LN P . . +oo . .
D’aprés le critére d’équivalence, puisque f1 —=ar1dx converge si est seulement si 8 —a > 0
oo (1+a)”

(Intégrale de Riemann), alors [ 1+ e —*% da converge si et seulement si § — a > 0.
b) Au voisinage de 0 : Le résultat dépend du signe de a.
Si o < 0 et puisque (1 — 27 (14 x)”) tend vers 1, quand z tend vers 0, alors

(I+2)"—2*=—2"(1-2(1+2)") ~ —x,

d’ou

Donc, d’aprés le critére d’équivalence, puisque fo xﬂ%adx converge si est seulement si f—a <

1 (Intégrale de Riemann), alors fol (ngz#da: converge si et seulement si f — o < 1.

Si a > 0, la quantité (1 4 x)* — 2 tend vers 1 en 0, donc

1
f(%’)gﬁ-

Donc, d’apres le critére d’équivalence, puisque fo ziﬁdx converge si est seulement si f < 1

o

(Intégrale de Riemann), alors fol u”gz—ﬁﬂadx converge si et seulement si § < 1.

Exercice 36. Soit .

1
/ (142%) (1 +2%)

0

dx.

I(\) =

Montrer que I (\) converge pour tout réel A et calculer cette intégrale en utilisant le chan-
gement de variable t = %

Solution : VA e Ret Vx>0, o0na

1 1 1

< < .
(I4+22) (1422 — 1+a% ~ 22

Donc, d’aprés le critére de comparaison I'nitégrale I (\) = f0+°° m

dx converge car
'intégrale f0+oo —zdx converge.
En posant t = %, onax= % donc dx = —t%dt, et I’on obtient

00 t)‘

T = / e arm™

0

Alors, en additionnant, puisque toutes les intégrales convergent,

+oo +oo t>\

1
2[</\):/(1+t2)(1+t“)dt+/(1+t2)(1+ﬁ)dt

0 0
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—+00

1
:/ it
1+ ¢2

0

— [arctan ()] = g

Exercice 37. Etudier la nature des intégrales suivantes :

+00 +oo +00 7
2z 1
1 sin (x) dx, 2 sin (z%) dz, 3 /—da:, 4 /+dx
>0/ (x) >1/ )ie 9 [ et [
" cos (2?) ' gsina) i (7) "Fsin (5z) — sin (3z) T + 22
d d —d d d
5) / T2 xz, 6) / ——da, 7) /1+mx8)/ p: z, 9) /x6+1 x
1 1 1 0 “o
[eos (@) 1= cos(@) [ [ n(2)
cos (x — cos (z n (z n (z
1 11 _ 12 —_— 1 .
0) / p dz, ) / o dz, ) /:c+ezdx’ 3) /:U2 — 1d.r
0 0 0 21

Solution : 1) On a

. . . . _ ! .
xggloo / sin (t) dt = xgrfoo (1 —cos(x)) n'existe pas,
0

cette limite prend plus d’une valeur, et donc l'intégrale impropre fOJrOO sin (x) dx diverge.
2) En faisant le changement du variable u = x?, d’ott du = 2zdx, on obtient

+0o0 “+oo

/ sin (2?) da — / %du.

1 1
En appliquant le Théoréme d’Abel (Théoréme 6) a 'intégrale impropre

—+00

sin (u
/ ( )du.
2\/u
1
. 1 , . . 1
Comme la fonction u — 3y ost décroissante sur |0, +ool, ugrfoom =0et

+oo
Vo € [1, +ool, /sin(u) du| < 2.

1

Alors
+oo

1

9
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converge, ainsi 'intégrale impropre

—+00

/ sin (:c2) dx,

1

converge, par suite I'intégrale impropre f0+oo sin (2?) dz, converge car la fonction est Riemann
intégrable sur [0, 1] .

. . , . +oo 1
3) On sait que 2z ~ -2 et comme lintégrale impropre —dx converge, alors
) que s~ g propre [, — ge,

d’aprés le ceritére d’équivalence I'intégrale impropre

“+o00

/ 2z
—dx,
Vo +z+1

1

converge, ainsi l'intégrale impropre

+00

/ 2x
————dx,

) vVt +x+1

converge car la fonction x — \/xffm est continue sur [0, 1].

4) On a

r = lim

7 1 7 1
[ [ o=t
Vit a1 [ 1+t
—1 T

En faisant le changement du variable u =t + 1, d’ou du = dt, on trouve

7 7
1 1
dr = lim / —dt,
/ V1+a v=-1 ) 1+t
—1 T
8
t
- . 1 1 8 1 _rl g 8 1
Comme l'intégrale impropre fo u—%du converge, alors fo u—%du = fo u—%du—l— f1 u—%du converge.

Ainsi 'intégrale impropre

7
1
dx,
/ V14
1
converge.
5) D’une part, on a

400 1 +oo
cos (1?) cos (1?) cos (1?)
de = [ <) costr)
/ 1+ 22 . /1—1—3:2 v 1+ 22 .

0 0 1
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D’autre part, on va étudier la nature de I'intégrale

“+o00

2
/ cos (z )dx.
14 a2

1

On a
cos (x?) 1
1422 |~ 1422
et
1 1

~ .
1+ 22 +oo 22
N . A . —+00 N TN
D’otli, comme l'intégrale de Riemann fl %dw converge, alors d’apres le critére de compa-
raison, l'intégrale impropre

—+o00

J

cos (%)
1+ 22

I

converge.
Ainsi I'intégrale

1
cos (z?%)
—=d

/ T+a2 00

0

cos(a?)

converge, puisque la fonction x — ——2 est continue sur [0,1], donc intégrable sur [0, 1].

S| T
1+z2
6) Pour tout z € R, on a

sin (z) > -1 = S > o1

esin(x) e !
>5
e T

—

Comme lintégrale impropre f;roo %dw diverge, alors daprés le critére de comparaison, on
déduit que l'intégrale impropre

diverge.
7) Pour tout > e, on a
In (z) 1
l+z ~ 1+a’
et
1 1
l+2 402

Comme l'intégrale impropre f;roo %d:p diverge, alors d’aprés le critére de comparaison, on
déduit que l'intégrale impropre
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—i—oo1

/ @),
1+=z

1

diverge.

8) L’intégrale f1+°° W(ix est doublement impropre, alors on doit la décomposer en

deux integrales impropres, Ve € ]1,400], prend ¢ = 1 on a

+o0 1 +o0

/ sin (5x) —551n 3x / sin (5x) — sin (Sx)dx n / sin (5x) —58111 (Sx)dx.

€3 €xrs3
0 0 1

Au voisinage de 0, il est clair que la fonction x +— sin (5z) —sin (3z) admet un dévellopement
limité a lordre 1,
sin (bx) — sin (3z) =2z + o (x).
Ainsi
sin(5z)—sin(3z)

T

wjo

lim = 2.
x—0

|~

8
ol

Comme l'intégrale de Riemann fol - dx est convergente alors 'intégrale impropre fol sin(bz)—sin(32) ;7.
3 3
est convergente. ’ !

Au voisinage de +00, on a
sin (bz) — sin (3x)

5
T3

<

8
w\m Do

N v L . 400 1 Yo 4z . 400 sin(5z)—sin(3x)
d’otl1, comme 'intégrale impropre f1 w—%dx converge, alors I'intégrale impropre f1 == dx

8
o

est convergente, et par conséquent l'intégrale impropre

+oo
/ sin (5z) — sin (3I>d:v,

5

€T3
0
converge.
9) On a
+oom3 + 22 7 23 + 22 +Oox3 + 2
dr = dz + dx
/x6+1 /x6+1 /x6—1—1
—00 —0o0 0
+o0 +o0
B / x3 — 22 /
N 8 + 1
0 0
Il est clair que les deux intégrales — fo oz 619”1 dz et O+°o z ,;fl dz sont impropres au voisinage
de +o0.
Comme
x3 — 22 1 23 + 22 1

~ @ — e ~ —,
20 +1 400 26 20 4+1 +oo 26
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5 , . “+o0 1 . L, . +00 g3 _g2
et l'intégrale impropre f1 —sdx converge, alors les deux intégrales impropre — fo

641
et +°O z 6?1 dz sont convergentes et par conséquent 'intégrale
T s 2
w+
dzx,
26+ 1
—00
converge.
10) On a
+o00 1 +o0
cos (x cos (x cos (x
[y iy
x x x
0 0 1
Il est clair que = — cos (t) est une fonction positive au voisinage de 0, de plus
1 1 1
1 Cozzx) = hIHIQI—Z2 = hm 22 5 =1.
m%OT xz—0 1—7::;0@ ) x—=0] — = +o0 (J; )
omme l'intégrale impropre [, —5dz est divergente alors 'intégrale impropre x es
C Pintégrale impropre [, Ldz est divergente alors lintégrale impropre [} <% o est
divergente, et par conséquent (Théoréme 5), I'intégrale
+0o0
cos (z
EZ
x
0
est divergente.
11) On a
“+o00 1 +oo
1—cos 1—cos 1 —cos(x
[y, [, 1=,
x
0 0 1
a) Il est clair qu au voisinage de 0, on a
2
x
1—cos(x) = ?—FO(ZEQ).
Donc . .
— Cos
fig L0 ) 1
z—0 2 2
Or la fonction constante x — 1 est Riemann intégrable sur [0,1], alors 1 1=cos(@) g est
2 ) x2

convergente.
b) Au voisinage de +00 : On a

1 — cos () < 1
22

xr2

Comme I'intégrale impropre f1+ —>dx est convergente alors I'intégrale impropre || oo 1+Z,S(I)dx

+oo 1— cos x)

est absolument convergente, et par conséquent f dx, est converge. Ainsi

—|—oo1

/ - C(;S (x)d%
x

0
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convergente.
12) On a
T [ 1
/ n(z) dx:/ n(z) dx + / —n(m) dx
T+ er xr + et T+ er
0 0 1

a) Au voisinage de 0 : On a

—In(z)

z 1
e — lim dr = 1.
z—0—In (qj) 0 + e

Et d’apres l'intégration par partie on a
1

/ln(x)dx =lim (zln(z) —xz—1) = —1,

z—0
0

—In(x)
0 T+e®

converge, donc l'intégrale impropre — dx converge.

b) Au voisinage de +00 : On a

In(z) z 2
T—~+00 -2 =400 e2 (£ + 1) ez

+00 In(x) dz

r+e®

Comme 'intégrale impropre f1+°° L dx est convergente alors I'intégrale impropre f
400 In(z)

est convergente, et par conséquent f dx, est convergente.

x+e”
13) On a
Fw@ fw@,  fwe, . fne,  Fhe
ni{xr ni{xr n n ni{xr
/362_1alac:/x2_1d:c—|—/x2 dx—l—/x2 dx—l—/xQ_lda:.
0 0 1 1

Au voisinage de 0 : On a

In(z)
) 2y/zl
lim =L = lim—\/E " (I/E) 0.

z—0 \/_5 x—0 {L‘2 —

1 1
Comme l'intégrale impropre [ ? \/%?da: est convergente alors l'intégrale impropre |2 if;(f{
convergente.
a) Au voisinage de 1 : On a

In(z)

. 71 .
lim~ = lim
z—1 ol z—=1px — 1 z—=1q

X

Comme les deux intégrales impropre f d:z: et fl —=dx sont convergentes (existent), alors

i i T et ff in(a) d:z: sont convergentes (voir Theoréme 12).
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b) Au voisinage de +oo : On a

In(z)
1
lim 2L = i 2
T—+00 — z—0 \/E
xr2

+oo ln(l‘) d

Comme 'intégrale impropre f2+ 1 dx est convergente alors I'intégrale impropre [,

est convergente (voir Proposition 9)
+o0 ln(;r:
I

Ainsi, I'intégrale impropre f rdx converge.

Exercice 38. Calculer les intégrales suivantes

s

1 1 .
1) /—1+cos(x)dx’ 2) a/\/<x_a)(b_x)dxoua<b.

0

Solution : 1) Pour calculer l'intégrale fo mdm En faisant le changement de variables,
t =tan (£) d’ou dz = T2zdt et on a : cos () = 175 Donc, l'intégrale devient
u +oo
1
[ rangyde= [t
1+ cos (x)
0 0

2) La forme canonique de (z — a) (b — x) est

(x—a)(b—x)=—2+ (a+b)x —ab

( a—i—b) a’ + b*> — 2ab
_ — €r — +

2 4
_(b—a 2 1 2 2) 4 b+ a
B 2 b—a b—al
Donc
1
\/(x—a)(b—:c \/1 (bi _a+b)
Et d’apres le changement du variable u = 1 — (ﬁx — iZ) on trouve

b

/ww—al)(b—x) “wliml/ﬁd““m/m

a

: ‘ . ‘ -
= Jlim (= aresin (z)) + lim arcsin (z) = 5 + 5 = .

Exercice 39. 1. Etudier pour o > 0, la convergence et la convergence absolue de I'intégrale

—+00

1
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2. Etudier suivant les valeurs des paramétres réels a et 3 la nature de l'intégrale

0/ TS

3. Etudier suivant les valeurs des paramétres réels o et 3 la nature de I'intégrale (Intégrale

de Bertrand)
—+oco

N. B : On laisse le lecteure le soin de résoudre 'exercice.
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