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Avant-Propos

Ce polycopié est destiné aux étudiants de la deuxième année d’Ecole Supé-
rieure d’Economie et, en particulier, de sciences économiques. Il peut être utile
aux étudiants de licence voulant approfondir ce qu’ils ont appris dans ce cycle,
en vue de se préparer au cycle suivant.

D’après mon expérience, lors de l’enseignement de ce module durant quelques
années, jai décidé de préparer ce polycopié qui contient toutes les notions fonda-
mentales liées à ce module.
Ce polycopié traite une partie importante d’Analyse Mathématiques est conforme
aux programme officiel et au syllabus du module d’Analyse Mathématique II
pour les Ecoles Supériure d’Economie et complète les deux polycopiés d’analyse
I et II intitulés : ” Analyse mathématique I : Cours et exercices” et ” Résumé
de cours et exercices résolus”. Il contient l’essentiel du cours avec des exemples
illustrant les définitions et aidant la compréhension des conditions d’applications
des théorèmes et des propositions. A l’intérieur de chaque chapitre, chacune des
subdivisions est précédée d’un rappel de l’essentiel de la partie correspondante.
Des exercices d’applications sont proposés avec des solutions en fin de chaque
chapitre pour permettre à l’étudiant de tester ses connaissances et de se préparer
aux tests et aux examens finaux. La rédaction des solutions a été faite avec le plus
grand soin, le souci principal etant de familiariser l’étudiant avec le raisonement
mathématique et de lui apprendre surtout à rédiger.

Vu le programme proposé par le ministère, jai partagé ce modeste travail en
deux parties essentielles. La première partie contient le chapitre de séries numé-
riques et la deuxième comporte le chapitre des équations différentielles, lesquelles
sont devenues indispensables dans l’étude des systèmes dynamiques en écono-
mie. On sait que la macroéconomie servant de cadre aux politiques économiques
(conjoncturelles) est devenue dynamique, depuis les travaux des économistes du
cycle réel des affaires (Finn E. Kydland et Edward C. Prescott, entre autres) au
début des années 1980.

Nous éspérons que la pratique de ce polycopié aidera les étudiants à asimiler
plus rapidement les notions et les méthodes introduit au cours et aussi constituera
un support utile pour nos étudiants et les aidera à améliorer leurs résultats aux
examens. Il peut aussi alléger la tâche des enseignants de mathématiques.

Nos plus grands remerciements s’adresser à tout ceux et celles qui ont contri-
bué à la formation des étudiants au Ecole Supérieure d’Economie.

Enfin, c’est avec reconnaissance que nous accueillerons les critiques et les
suggestions que voudront bien nous faire parvenir les utilisateures de ce polycopié.
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Notation

Dans ce polycopié, les notations suivantes sont utilisées.

Symboles logiques et mathématiques :
∈ appartenance,x ∈ A i.e., x appartient à A.
⊂ inclusion,
≤, ≥ inégalités larges, x ≤ y, se lit x est inférieur ou égal à y. x ≥ y se lit x est supérieur
ou égal à y.
<, > inégalités strictes, x < y se lit x est strictement inférieur à y. x > y se lit x est
strictement supérieur à y.
⇒ implication, p⇒ q se lit p implique q.
⇐⇒ équivalence, p⇐⇒ q se lit p est équivalente à q. (condition nécessaire et suffisante).
∞ infini.
f =
x0
o (g), se lit f est négligeable à g et o se lit ”petit o”.

f =
x0
O (g), se lit f est négligeable à g et O se lit ”grand O”.

f ∼
x0
g, se lit f est équivalente à g.

Alphabet grec :
α alpha.
β bêta.
γ gamma.
δ, 4 delta.
ε epsilon.
λ lambda.
θ têta.∑

sigma.

8



Chapitre 1

Séries numériques

1.1 Généralités
Définition 1. Soit (un)n∈N une suite réelle.

(i) L’expression u0 +u1 + · · ·+un+ · · · =
∑
n≥0

un est appelée une série numérique de terme

général un et l’on note
∑
n

un.

(ii) La suite (Sn)n∈N où Sn = u0 + u1 + · · · + un =
n∑
k=0

uk est appelée suite des sommes

partielles de la série
∑
n

un.

Définition 2. On dit que la série
∑
n

un converge (resp. diverge), si la suite de ses sommes

partielles (Sn)n∈N converge (resp. diverge). Si la série
∑
n

un converge, la limite de (Sn)n∈N

notée
+∞∑
k=0

uk = S est appelée la somme de la série
∑
n

un.

Exemple 1. La série géométrique
∑
n≥0

qn est convergente si et seulement si |q| < 1. En effet,

Si q = 1, la suite partielle est
Sn=1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸=n+1,

(n+ 1) fois

et
lim

n→+∞
Sn = lim

n→+∞
(n+ 1) = +∞.

Donc, la suite partielle est est divergente. On en déduit que la série
∑
n≥0

qn, si q = 1 est

divergente
Si q 6= 1, la suite partielle est

Sn =
n∑
k=0

qk =
1− qn+1

1− q
,

9
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et
lim

n→+∞
Sn = lim

n→+∞

1− qn+1

1− q
=

1

1− q
, avec |q| < 1,

Donc, la suite partielle est convergente ( (Sn)n∈N admet une limite finie). On en déduit que

la série
+∞∑
n=0

qn = 1
1−q , si |q| < 1 est convergente

Par suite,
+∞∑
n=0

qn = 1
1−q , si |q| < 1.

Exemple 2. On va calculer la la somme de la série
∑
n≥1

1
n(n+1)

. On a

un =
1

n (n+ 1)
=

1

n
− 1

n+ 1
.

D’où
Sn = u1 + · · ·+ un

=

(
1− 1

2

)
+

(
1

2
− 1

3

)
+

(
1

3
− 1

4

)
+ · · ·+

(
1

n
− 1

n+ 1

)
= 1− 1

n+ 1
.

Donc
lim

n→+∞
Sn = lim

n→+∞

(
1− 1

1 + n

)
= 1.

Par suite,
+∞∑
k=0

1

n (n+ 1)
= 1.

.

Exemple 3. On va calculer la la somme de la série
∑
n≥2

ln
(
1− 1

n2

)
. On a

un = ln

(
1− 1

n2

)
= ln

(
n2 − 1

n2

)
= ln

(
n2 − 1

)
− 2 ln (n)

= ln (n− 1) + ln (n+ 1)− 2 ln (2) .

D’où

Sn = u2 + · · ·+ un

= (ln (3)− 2 ln (2)) + (ln (2) + 2 ln (2)− 2 ln (3)) + · · ·+ (ln (n+ 1) + ln (n− 1)− 2 ln (n))

= − ln (2)− ln (n) + ln (n+ 1) .

Donc
lim

n→+∞
Sn = lim

n→+∞
(− ln (2)− ln (n)− ln (n+ 1)) = − ln (2) .
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Par suite,
+∞∑
k=0

ln

(
1− 1

n2

)
= − ln (2) .

On en déduit que la série
+∞∑
k=0

ln
(
1− 1

n2

)
converge.

Exemple 4. On va calculer la la somme de la série
∑
n≥1

1
(2n−1)(2n+1)

. On a

un =
1

(2n− 1) (2n+ 1)

=
1

4n− 2
− 1

4n+ 2

D’où
Sn = u2 + · · ·+ un

=

(
1

2
− 1

6

)
+

(
1

6
− 1

10

)
+ · · ·+

(
1

4n− 2
− 1

4n+ 2

)
=

1

2
− 1

4n+ 2
.

Donc
lim

n→+∞
Sn = lim

n→+∞

(
1

2
− 1

4n+ 2

)
=

1

2
.

Par suite,
+∞∑
k=0

1

(2n− 1) (2n+ 1)
=

1

2
.

On en déduit que la série
+∞∑
k=0

ln
(
1− 1

n2

)
converge.

1.2 Critères générals de convergence
Définition 3. (Critère de Cauchy). Une série numérique

∑
n

un est dite de Cauchy si sa suite

(Sn)n∈N des sommes partielles est de Cauchy i.e.,

∀ε > 0, ∃nε ∈ N : ∀ (p, q) ∈ N2 (p ≥ nε, q ≥ nε)⇒ |up − uq| < ε.

ou encore

∀ε > 0, ∃nε ∈ N : ∀ (p,m) ∈ N2 (p ≥ nε)⇒

∣∣∣∣∣
k=p+m∑
k=p+1

uk

∣∣∣∣∣ < ε.
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Exemple 5. La série harmonique
∑
n≥0

1
n
n’est pas de Cauchy (et par conséquent n’est pas

convergente). En effet, la suite partielle (Sn)n∈N n’est pas de Cauchy (et par conséquent n’est
pas convergente) i.e.,

∃ε > 0, ∀n ∈ N : ∃ (p, q) ∈ N2 (p > q ≥ n) et |Sp − Sq| ≥ ε.

Pour p = 2n, q = n, on a

|Sp − Sq| = |S2n − Sn| =

∣∣∣∣∣
2n∑

k=n+1

1

k

∣∣∣∣∣ ≥ n

(
1

2n

)
=

1

2
,

donc il suffit de prendre ε = 1
2
.

Proposition 1. Soit la série numérique
∑
n

un.

Si la série numérique
∑
n

un converge, alors lim
n→+∞

un = 0.

Démonstration. si
∑
n

un converge, alors la suite partielle (Sn)n∈N converge vers une limite S.

Comme
lim

n→+∞
Sn = lim

n→+∞
Sn−1 = S.

Alors
lim

n→+∞
un = lim

n→+
(Sn − Sn−1) = 0.

Remarque 1. (i) Par contraposé on déduit que si le terme général d’une série
∑
n

un ne tend

pas vers 0, alors la série est divergente.
(ii) La réciproque de la proposition précédente est fausse. En effet (Contre exemple), la série
harmonique

∑
n≥0

1
n
diverge. Mais

lim
n→+∞

un = lim
n→+∞

1

n
= 0.

Exemple 6. La série
+∞∑
n=0

n+2
2n+5

diverge. En effet, comme

lim
n→+∞

un = lim
n→+∞

n+ 2

2n+ 5
=

1

2
6= 0,

alors, la série
+∞∑
n=0

n+2
2n+5

diverge.

Exemple 7. Comme

lim
n→+∞

un = lim
n→+∞

cos

(
1

n

)
= 1 6= 0,

alors, la série
∑
n≥1

cos
(

1
n

)
diverge.
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1.3 Opérations sur les séries
Définition 4. Soient (un)n∈N , (vn)n∈N deux suites numériques, et soit λ un réel.
(i) La série

∑
n

(un + vn) est appellée, la série somme des deux séries
∑
n

un et
∑
n

vn

(ii) La série
∑
n

λun un est appellée, la série produit de la série
∑
n

un par le scalair λ.

Remarque 2. Lensembles des séries numériques est un espace véctoriel sur R.

Proposition 2. Soit
∑
n

un et
∑
n

vn deux séries numériques.

(i) Si
∑
n

un converge et
∑
n

vn converge, alors la série
∑
n

(un + vn) converge.

(ii) Si
∑
n

un converge et
∑
n

vn diverge, alors la série
∑
n

(un + vn) diverge.

(iii) Si
∑
n

un diverge et
∑
n

vn diverge, alors on ne peut rien conclure pour la nature de la série

de la série
∑
n

(un + vn).

Démonstration. La démonstration de (i) et (ii) sont évidentes. On va montrer (iii) :
1) Soit

∑
n

un et
∑
n

vn deux séries numériques telles que

un = 1 et vn = −1.

Il est clair que les deux séries
∑
n

un et
∑
n

vn sont divergentes. Mais, la série
∑
n

(un + vn) =
∑
n

0

est convergente.
2) Soit

∑
n

un et
∑
n

vn deux séries numériques telles que

un = n et vn =
1

n
.

Il est clair que les deux séries
∑
n

un et
∑
n

vn sont divergentes. Mais, la série
∑
n

(un + vn) =∑
n

(
1 + 1

n

)
est divergente ( car lim

n→+∞

(
1 + 1

n

)
= 1 6= 0).

Définition 5. Soit
∑
n

un une série numérique et n ∈ N. La série
∑
k≥n

uk = Rk est appellée le

reste d’ordre n de la série
∑
n

un.

Proposition 3. La série
∑
n

un converge, si et seulement si la suite (Rn)n∈N converge vers 0.

Remarque 3. (i) Si les deux séries
∑
n

un et
∑
n

vn ne diffèrent que par un nombre fini de

termes, alors les deux séries sont de même nature. En cas de convergence, elles n’ont pas
nécessairement la même somme.

(ii) On ne change pas la nature d’une série
∑
n

un si on lui rajoute ou on lui retranche un

nombre fini de termes.
(iii) La nature d’une série ne dépend pas de ses premiers termes.
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1.4 Séries à termes positifs
Définition 6. La série

∑
n

un est dite à termes positifs si

∀n ∈ N, un ≥ 0.

Remarquons que la suite des sommes partielles (Sn)n∈N est croissante, donc on a

Proposition 4. Une série à termes positifs
∑
n

un converge si et seulement si sa suite des

sommes partielles (Sn)n∈N est majorée.
De plus, dans ce cas, on a

+∞∑
n=1

un = lim
n→+∞

Sn = sup
n∈N

Sn.

On note aussi
∑
n

un < +∞ pour dire que la série
∑
n

un converge.

Démonstration. Implication indirect : Il est clair que la suite de terme général

Sn =
n∑
k=1

uk,

est croissante, alors si Sn majorée, donc (Sn)n∈N est convergente, ainsi la série
∑
n

un converge.

Implication direct :∑
n

un converge ⇔ (Sn)n converge

⇒ (Sn)n bornée

⇒ (Sn)n majorée.

Soit
∑
n

un une série à termes réels positifs. Si (Sn)n∈N n’est pas majorée, alors

lim
n→+∞

Sn = +∞.

Donc, la série
∑
n

un diverge si et seulement si lim
n→+∞

Sn = +∞. On écrit alors dans ce cas

+∞∑
k=1

uk = +∞.
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1.4.1 Critères de comparaison

1) Convergence par comparaison directe :

Théorème 1. Soit
∑
n

un et
∑
n

vn deux séries à termes réels positifs telles que

∃n0 ∈ N, ∀n ≥ n0 : un ≤ vn,

alors
(i) si la série

∑
n

vn converge, alors la série
∑
n

un converge,

(ii) si la série
∑
n

un diverge, alors la série
∑
n

vn diverge.

Démonstration. (i) Si la série
∑
n

vn converge, alors la suite de somme partielle (Sn)n∈N ma-

jorée par certain M > 0. Donc la suite
(

n∑
k=n0

vk

)
n

est majorée par M > 0. Doù, on a

Tn = u0 + u1 + · · ·+ un0−1 +
n∑

k=n0

uk ≤ u0 + u1 + · · ·+ un0−1 +M,

c’est-à-dire la suite des termes positifs (Tn)n∈N majorée par M1 = u0 +u1 + · · ·+un0−1 +M .
Par conséquent, la série

∑
n

un converge.

(ii) Par contraposé de (i).

Exemple 8. Comme la série géométrique
∑
n≥0

1
3n

est convergente, alors la série
∑
n

sin
(

1
3n

)
est

convergente. En effet, les deux séries sont des termes positifs et

∀n ∈ N, 0 < sin

(
1

3n

)
≤ 1

3n
.

Exemple 9. Comme la série
∑
n≥1

2
n4 est convergente, alors la série

∑
n≥1

1+cos(n)
n4 est convergente.

En effet, les deux séries sont des termes positifs et

∀n ∈ N∗, 0 <
1 + cos (n)

n4
≤ 2

n4
.

Exemple 10. Comme la série géométrique
∑
n≥1

(
2
3

)n est convergente, alors la série
∑
n≥1

1
n

(
2
3

)n
est convergente. En effet, les deux séries sont des termes positifs et

∀n ∈ N∗, 0 <
1

n

(
2

3

)n
≤
(

2

3

)n
.

Corollaire 1. Soit
∑
n

un et
∑
n

vn deux séries à termes réels positifs telles que

un =
+∞

O (vn) ,

alors
(i) si la série

∑
n

vn converge, alors la série
∑
n

un converge,

(ii) si la série
∑
n

un diverge, alors la série
∑
n

vn diverge.
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Démonstration. On a

un =
+∞

O (vn)⇔ ∃M > 0,∃N > 0, ∀n ∈ N : un ≤Mvn,

d’où, d’après le Théorème 1 que les deux assertions sont vérifiées.

Corollaire 2. Soit
∑
n

un et
∑
n

vn deux séries à termes réels positifs telles que

lim
n→+∞

un
vn

= l, l ∈ R+.

Si l = 0, i.e., un =
+∞

o (vn), alors

(i) si la série
∑
n

vn converge, alors la série
∑
n

un converge,

(ii) si la série
∑
n

un diverge, alors la série
∑
n

vn diverge.

Si l 6= 0, alors les deux séries
∑
n

un et
∑
n

vn sont de même nature. En particulier pour l = 1

i.e., un ∼
+∞

vn.

Démonstration. (i) On a

lim
n→+∞

un
vn

= 0⇔ ∀ε > 0,∃Nε > 0,∀n ∈ N : n ≥ Nε ⇒
un
vn

< ε.

Pour ε = 1,∃N > 0,∀n ∈ N : n ≥ N ⇒ un ≤ vn. Donc, d’après le Théorème 1 que les deux
assertions sont vérifiées.

(ii) On a

lim
n→+∞

un
vn

= l⇔ ∀ε > 0,∃Nε > 0,∀n ∈ N : n ≥ Nε ⇒
∣∣∣∣unvn − l

∣∣∣∣ < ε.

Pour ε = α < l,∃N > 0,∀n ∈ N : n ≥ N ⇒ l − α ≤ un
vn
≤ l + α, d’où, on a d’une part

un ≤ (l + α) vn,

donc, d’après le Théorème 1 que l’assertion (i) est vérifié.
D’autre part

un ≥ (l − α) vn,

donc, d’après le Théorème 1 que l’assertion (ii) est vérifié.
Par suite, les deux séries sont de même nature.

Exemple 11. Soit
∑
n

un et
∑
n

vn deux séries à termes réels positifs telles que

un = sin

(
1

3n

)
et vn =

2

3n
.

On a

lim
n→+∞

un
vn

= lim
n→+∞

sin
(

1
3n

)
2

3n

=
1

2
.

Comme
∑
n

vn est convergente, alors
∑
n

un l’est aussi.
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Exemple 12. Comme la série
∑
n≥1

1
n2 est converge alors la série

∑
n≥1

e−
√
n est convergente. En

effet, les deux séries sont des termes positifs et

lim
n→+∞

un
vn

= lim
n→+∞

e−
√
n

1
n2

= 0, i.e., un = e−
√
n =

+∞
o

(
vn =

1

n2

)
.

Exemple 13. Comme la série
∑
n≥1

3√n
n
√
n
est converge alors la série

∑
n≥1

3√n
(1+n)

√
n
est convergente.

En effet, les deux séries sont des termes positifs et

lim
n→+∞

un
vn

= lim
n→+∞

3√n
(1+n)

√
n

n
7
6

.

= lim
n→+∞

n
1
3

n
3
2

n
7
6

= 1, car 3
√
n ∼

+∞
3
√
n et (1 + n)

√
n ∼

+∞
n

3
2 .

Exemple 14. Comme la série
∑
n≥1

1
n

est diverge alors la série
∑
n≥1

arctan
[

1
(1+ln(n))

√
n

]
est

divergente. En effet, les deux séries sont des termes positifs et

lim
n→+∞

un
vn

= lim
n→+∞

1
n

arctan
[

1
(1+ln(n))

√
n

] .
= lim

n→+∞

1
n
1

(1+ln(n))
√
n

, car arctan

[
1

(1 + ln (n))
√
n

]
∼

+∞

1

(1 + ln (n))
√
n

= lim
n→+∞

1 + ln (n)√
n

= 0.

2) Critère d’intégrale :

Proposition 5. Soit f : [1,+∞[ une fonction continue et décroissante. Alors
La série

∑
n

f (n) converge si et seulement si
´ +∞

1
f (t) dt converge (i.e.,

´ +∞
1

f (t) dt < +∞).

Démonstration. Posons f (n) = un. Comme f est décroisante, alors pour n ≥ 2, on a

f (t) ≤ f (n) = un, ∀t ∈ [n, n+ 1] ,

et
un = f (n) ≤ f (t) , ∀t ∈ [n− 1, n] .

D’où
n+1ˆ

n

f (t) ≤
n+1ˆ

n

undt = un,
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et

un =

nˆ

n−1

undt ≤
n+1ˆ

n

f (t) dt.

Par suite
n+1ˆ

n

f (t) dt ≤ un ≤
nˆ

n−1

f (t) .

Supposons vn ≤
´ n
n−1

f (t). Alors, pour n ≥ 2 :

vn+1 ≤ un ≤ vn.

Ainsi les séries de terme généraux un et vn sont de même nature.
Comme

n∑
k=1

vk =

2ˆ

1

f (t) dt+

3ˆ

2

f (t) dt+ · · ·+
nˆ

n−1

f (t) dt =

nˆ

1

f (t) dt,

alors
+∞∑
k=1

vk = lim
n→+∞

n∑
k=1

vk = lim
n→+∞

nˆ

1

f (t) dt =

+∞ˆ

1

f (t) dt,

c’est-a-dire la série
∑
n

vn et l’intégrale
´ +∞

1
f (t) dt sont de même nature, et par suite la série∑

n

un et l’intégrale
´ +∞

1
f (t) dt sont de même nature.

Exemple 15. (Série de Riemann). Soit la série
∑
n≥1

1
nα
, α > 0.

Posons f (t) = 1
tα
. Il est facile de voir que la fonction est continue et décroissante sur

[1,+∞[. On a
+∞ˆ

1

f (t) dt =

+∞ˆ

1

1

tα
dt =


+∞, si α = 1,

+∞, si α < 1,
1

1−α , si α > 1,

Donc, la série
∑
n≥1

1
nα
, α > 0 de Riemann converge si et seulement si α > 1.

Pour α = 1 : la série
∑
n≥1

1
n
est appelé série harmonique. En utilisant le Critère de Cauchy on

peut démontré que la série
∑
n≥1

1
n
est divergente.

Conclusion : (i) La série
∑
n≥1

1
nα

de Riemann converge si et seulement si α > 1.

(ii) La série
∑
n≥1

1
nα

de Riemann converge si et seulement si α ≤ 1.

Remarque 4. Pour α ≤ 0, la série
∑
n≥1

1
nα

diverge, car lim
n→+∞

1
nα
6= 0.
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3) Convergence par comparaison avec série de Riemann :

Proposition 6. Soit
∑
n

un une série à termes réels strictement positifs.

(i) Pour α > 1. Si lim
n→+∞

nαun = 0, alors la série
∑
n≥0

un converge.

(ii) Pour α ≤ 1. Si lim
n→+∞

1
nαun

= 0, alors la série
∑
n≥0

un converge.

Démonstration. Découlant immédiatement du Corollaire 2.

Proposition 7. Soit
∑
n

un une série à termes réels positifs.

(i) S’il existe l ∈ R telle que lim
n→+∞

nαun = lim
n→+∞

un
1
nα

= l, i.e., un ∼
+∞

l
nα
, alors

(i) Pour α > 1, la série
∑
n≥0

un converge.

(ii) Pour α ≤ 1, la série
∑
n≥0

un converge.

Démonstration. Découlant immédiatement du Corollaire 2.

Exemple 16. Comme la série
∑
n≥1

π2

n2 est converge alors la série
∑
n≥1

tan2
(
π
n

)
est convergente.

En effet, les deux séries sont des termes positifs et

lim
n→+∞

tan2
(
π
n

)
π2

n2

= lim
n→+∞

(
tan
(
π
n

)
π
n

)2

= 1, i.e., un = tan2
(π
n

)
∼

+∞

(
vn =

π2

n2

)
.

Exemple 17. Comme la série
∑
n≥1

1√
n
est diverge alors la série

∑
n≥1

ln
(

1 + 1√
n

)
est divergente.

En effet, les deux séries sont des termes positifs et

lim
n→+∞

ln
(

1 + 1√
n

)
1√
n

= 1, i.e., un = ln

(
1 +

1√
n

)
∼

+∞

(
vn =

1√
n

)
.

4) Convergence par comparaison logarithmique :

Proposition 8. Supposons qu’il existe n0 ∈ N telle que, ∀n ≥ n0, un > 0, vn > 0 et

un+1

un
≤ vn+1

vn
.

Alors
(i) si la série

∑
n

vn converge, alors la série
∑
n

un converge,

(ii) si la série
∑
n

un diverge, alors la série
∑
n

vn diverge.
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Démonstration. Pour tout n ≥ n0, on a

un+1

un
≤ vn+1

vn
⇒ un+1

vn+1

≤ un
vn
,

c’est-à-dire
(
un
vn

)
n
est décoissante à partir du rang n0. Donc,

un
vn
≤ u0

v0

, ∀n ≥ n0.

et par conséquent d’après le Théorème 1, on trouve le résultat.

Exemple 18. On va étudier la convergence de la série
∑
n≥0

n+3
5n

en utilisant la règle de com-

paraison logarithmique avec la série
∑
n≥0

1
5n
. On pose un = n+3

5n
et 1

5n
.

Pour tout n ∈ N et puisque n+4
5(n+3)

≤ n+4
5(n+4)

= 1
5
, on a

un+1

un
=

n+ 4

5 (n+ 3)
≤ 1

5
=
vn+1

vn
.

D’où, la série
∑
n≥0

n+3
5n

est convergente car
∑
n≥0

1
5n

l’est. (
∑
n≥0

1
5n

est une série géométrique de

raison 1
5
< 1).

5) Critère de d’Alembert :

Proposition 9. (Règle de d’Alembert). Soit
∑
n

un une série à termes réels strictement posi-

tifs.
(i) S’il existe n0 ∈ N tel que, ∀n ≥ n0,

un+1

un
≥ 1, alors

∑
n

un diverge.

(ii) S’il existe n0 ∈ N et α ∈ ]0, 1[ tels que, ∀n ≥ n0,
un+1

un
≤ α, alors

∑
n

un converge.

Démonstration. Il est immédiat car un ne tend pas vers 0 : En effet : Pour n ≥ n0, on a

un+1

un
≥ 1⇒ un+1 ≥ un,

c’est-à-dire à partir du rang n0 la suite (un)n est croissante. Ainsi

∀n ≥ n0, un ≥ un0 > 0,

par passage à la limite, on obtient

lim
n→+∞

un ≥ un0 > 0.

Donc, la série
∑
n

un diverge.

(ii) Il suffit de prendre vn = αn et appliquer la Proposition 7.
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Corollaire 3. (Critère de d’Alembert usuel (1768)). Soit
∑
n

un une série à termes réels

strictement positifs tel que, lim
n→+∞

un+1

un
= α.

(i) Si α < 1, alors
∑
n

un converge.

(i) Si α > 1, alors
∑
n

un diverge.

(i) Si α = 1, on ne peut rien dire pour la nature de la série
∑
n

un.

Démonstration. On a

lim
n→+∞

un+1

un
= α⇔ ∀ε > 0,∃Nε > 0,∀n ∈ N : n ≥ Nε ⇒

∣∣∣∣un+1

un
− α

∣∣∣∣ < ε

⇔ ∀ε > 0,∃Nε > 0,∀n ∈ N : n ≥ Nε ⇒ α− ε < un+1

un
< α + ε.

(i) Pour α < 1, il est clair quil existe ε0 tel que α + ε0 < 1 (par exemple ε0 = 1−α
2
). Donc,

un+1

un
< α + ε0 < 1, ∀n ≥ n0.

Ainsi d’après la Proposition précédente, la série
∑
n

un converge.

(i) Pour α < 1, il est clair quil existe ε1 tel que α− ε1 > 1 (par exemple ε0 = α−1
2
). Donc,

un+1

un
> α− ε1 > 1, ∀n ≥ n0.

Ainsi d’après la Proposition précédente, la série
∑
n

un diverge.

(iii) Pour α = 1, on ne peut rien conclure. Par exemple si on prend la série divergente
∑
n

1
n

et la série convergente
∑
n

1
n2 . On a

lim
n→+∞

un+1

un
= lim

n→+∞

1
1+n

1
n

= lim
n→+∞

1 + n

n
= 1,

et

lim
n→+∞

vn+1

vn
= lim

n→+∞

1
(1+n)2

1
n2

= lim
n→+∞

(1 + n)2

n2
= 1.

Exemple 19. On va étudier la nature de la série
∑
n≥0

n!
nn
. On a

lim
n→+∞

un+1

un
= lim

n→+∞

(n+1)!

(1+n)n+1

n!
nn

= lim
n→+∞

(1 + n)!

n!
× nn

(n+ 1)n+1
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= lim
n→+∞

(1 + n)n!

n!
× nn

(n+ 1)n+1

= lim
n→+∞

nn

(n+ 1)n

= lim
n→+∞

(
n

n+ 1

)n
= lim

n→+∞

1(
1 + 1

n

)n = e−1 < 1.

Donc, d’après le critère de d’Alembert la série
∑
n≥0

n!
nn

converge.

Exemple 20. On va étudier la nature de la série
∑
n≥1

1.3.5.7...(2n−1)
n!3n

de termes réels positifs.

On a
lim

n→+∞

un+1

un
= lim

n→+∞

1.3.5.7 . . . (2n− 1) (2n+ 1)

(n+ 1)!3n+1
× n!3n

1.3.5.7 . . . (2n− 1)

= lim
n→+∞

2n+ 1

n+ 1
=

1

2
.

Donc, d’après le critère de d’Alembert la série
∑
n≥0

1.3.5.7...(2n−1)
n!3n

converge.

6) Règle de Cauchy :

Proposition 10. Soit
∑
n

un une série à termes réels positifs.

(i) S’il existe M ∈ ]0, 1[ tel que, n
√
un ≤M , pour n assez grand, alors

∑
n

un converge.

(ii) Si α ≥ 1 tels que, n
√
un ≥ 1, pour n assez grand, alors

∑
n

un diverge.

Démonstration. (i) Comme la fonction x 7→ xn, n ∈ N est croissante sur R+, alors

n
√
un ≤M ⇒ un ≤Mn.

Or
∑
n

Mn, M ∈ ]0, 1[ étant une série géométrique convergente. Donc, d’après le Théorème

1, la série
∑
n

un converge.

(i) Comme la fonction x 7→ xn, n ∈ N est croissante sur R+, alors

n
√
un > 1⇒ un > 1.

d’où, lim
n→+∞

un > 1. Donc, la série
∑
n

un diverge.

Corollaire 4. (Règle de Cauchy usuelle (1821)). Soit
∑
n

un une série à termes réels positifs.

On pose
lim

n→+∞
n
√
un = α.
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(i) Si α < 1, alors
∑
n

un converge.

(i) Si α > 1, alors
∑
n

un diverge.

(i) Si α = 1, on ne peut rien dire pour la nature de la série
∑
n

un.

Démonstration. On a

lim
n→+∞

n
√
un = α⇔ ∀ε > 0,∃Nε > 0,∀n ∈ N : n ≥ Nε ⇒ | n

√
un − α| < ε

⇔ ∀ε > 0, ∃Nε > 0,∀n ∈ N : n ≥ Nε ⇒ α− ε < n
√
un < α + ε.

(i) Pour α < 1, il est clair qu’il existe ε0 tel que 0 < α + ε0 < 1 (par exemple ε0 = 1−α
2
).

Donc,
n
√
un < α + ε0 < 1, ∀n ≥ n0.

Ainsi d’après la proposition précédente, la série
∑
n

un converge.

(i) Pour α > 1, il est clair quil existe ε1 tel que α− ε1 > 1 (par exemple ε0 = α−1
2
). Donc,

n
√
un > α− ε1 > 1, ∀n ≥ n0.

Ainsi d’après la proposition précédente, la série
∑
n

un diverge.

(iii) Pour α = 1, on ne peut rien conclure. Par exemple si on prend la série divergente
∑
n

1
n

et la série convergente
∑
n

1
n2 . On a

lim
n→+∞

n
√
un = lim

n→+∞
e

1
n

ln( 1
n) = 1,

et
lim

n→+∞
n
√
vn = lim

n→+∞
e

1
n2

ln( 1
n) = 1.

Or la première série est divergente et la deuxième série est convergente.

Exemple 21. On va étudier la nature de la série
∑
n≥1

1
(ln(n))n

de termes réels positifs. On a

lim
n→+∞

n
√
un = lim

n→+∞
n

√
1

(ln (n))n

= lim
n→+∞

(
1

ln (n)

)
= 0.

Donc, la série
∑
n≥0

1
(ln(n))n

est convergente.

Exemple 22. On va étudier la nature de la série
∑
n≥0

(
a+ 1

np

)n
, a > 0, p > 0 de termes

réels positifs. On a

lim
n→+∞

n
√
un = lim

n→+∞
n

√(
a+

1

np

)n
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= lim
n→+∞

(
a+

1

np

)
= a.

Donc, si a < 1,alors la série
∑
n≥0

(
a+ 1

np

)n
, a > 0, p > 0 est convergente et si a > 1,alors la

série
∑
n≥0

(
a+ 1

np

)n
, a > 0, p > 0 divergente.

Si a = 1, on ne peut rien conclure en utilisant la règle de Cauchy.

6) Critères de Raabe et Duhamel :

Proposition 11. Soit
∑
n

un une série à termes réels strictement positifs.

(i) Si ,
(

un
un+1
− 1
)
≥ λ < 1, pour n assez grand, alors

∑
n

un converge.

(ii) Si
(

un
un+1
− 1
)
≥ λ < 1, pour n assez grand, alors

∑
n

un diverge.

Proposition 12. (Critère de Raabe (1832)). Soit
∑
n

un une série à termes réels strictement

positifs.

lim
n→+∞

n

(
un
un+1

− 1

)
= α.

(i) Si α < 1, alors
∑
n

un converge.

(i) Si α > 1, alors
∑
n

un diverge.

(i) Si α = 1, on ne peut rien dire pour la nature de la série
∑
n

un.

Démonstration. On a

lim
n→+∞

n

(
un
un+1

− 1

)
= α⇔ ∀ε > 0,∃Nε > 0,∀n ∈ N : n ≥ Nε ⇒

∣∣∣∣n( un
un+1

− 1

)
− α

∣∣∣∣ < ε

⇔ ∀ε > 0,∃Nε > 0, ∀n ∈ N : n ≥ Nε ⇒ α− ε < n

(
un
un+1

− 1

)
< α + ε.

(i) Pour α < 1, il est clair quil existe ε0 tel que 0 < α + ε0 < 1 (par exemple ε0 = 1−α
2
).

Donc, n
(

un
un+1
− 1
)
< α + ε0 < 1, ∀n ≥ n0.

Ainsi d’après la proposition précédente, la série
∑
n

un converge.

(i) Pour α > 1, il est clair quil existe ε1 tel que α − ε1 > 1 (par exemple ε0 = α−1
2
). Donc,

n
(

un
un+1
− 1
)
> α− ε1 > 1, ∀n ≥ n0.

Ainsi d’après la proposition précédente, la série
∑
n

un diverge.

(iii) Pour α = 1, on ne peut rien conclure. Par exemple si on prend la série divergente
∑
n

1
n

et la série convergente
∑
n

1
n ln2(n)

. On a

lim
n→+∞

n

(
un
un+1

− 1

)
= lim

n→+∞
n

(
1

n

)
= 1,
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et
lim

n→+∞
n

(
un
un+1

− 1

)
= lim

n→+∞
n

(
n+ 1

n
− 1

)
= 1.

Corollaire 5. (Critère de Duhamel usuel (1839)). Soit
∑
n

un une série à termes réels stric-

tement positifs. On pose

un
un+1

= 1− α

n
+ o

(
1

n

)
, n→ +∞.

(i) Si α < 1, alors
∑
n

un converge.

(i) Si α > 1, alors
∑
n

un diverge.

(i) Si α = 1, on ne peut rien dire pour la nature de la série
∑
n

un.

Exemple 23. On va étudier la nature de la série
∑
n≥0

n!en

nn+1 de termes réels positifs. On a

lim
n→+∞

un+1

un
= lim

n→+∞

(n+1)!en

(n+1)n+1(n+1)

n!en

nn+1

= lim
n→+∞

e

(
n

n+ 1

)n+1

= lim
n→+∞

e

(
1− 1

n+ 1

)n+1

= ee−1 = 1.

On applique le Critère de Duhamel, par le developpement, on a

un+1

un
= e

(
1− 1

n+ 1

)n+1

= ee(n+1) ln(1− 1
n+1)

= 1−
1
2

n+ 1
+ o

(
1

n+ 1

)
= 1−

1
2

n
+ o

(
1

n

)
.

Donc, α = 1
2
< 1, alors la série

∑
n≥0

n!en

nn+1 est divergente.

Corollaire 6. (Critère de Gauss usuel (1812)). Soit
∑
n

un une série à termes réels stricte-

ment positifs. On pose

∃ (α, β) ∈ R× ]1,+∞[ :
un
un+1

= 1− α

n
+O

(
1

nβ

)
, n→ +∞.
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Alors,

∃k ∈ R+
∗ , un ∼

+∞

k

nα
.

Par conséquent :
(i) Si α ≤ 1, alors

∑
n

un diverge.

(i) Si α > 1, alors
∑
n

un converge.

Exemple 24. On va étudier la nature de la série
∑
n≥1

(
n
Π
k=1

(2k−1)

n
Π2k
1

1√
n

)
de termes réels positifs.

On a

lim
n→+∞

un+1

un
= lim

n→+∞

n+1
Π
k=1

(2k−1)

n
Π2k
1

1√
n+1

n
Π
k=1

(2k−1)

n
Π2k
1

1√
n

= lim
n→+∞

n+1

Π
k=1

(2k − 1)

n

Π2k
1

n

Π2k
1

n

Π
k=1

(2k − 1)

√
n√

n+ 1

= lim
n→+∞

2n+ 1

2n+ 2

√
n

n+ 1
= 1.

D’après ce que préssède, on a aussi

un+1

un
=

2n+ 1

2n+ 2

√
n

n+ 1

=
1 + 1

2n

1 + 1
n

(
1 +

1

n

)− 1
2

=

(
1 +

1

2n

)(
1 +

1

n

)−1(
1 +

1

n

)− 1
2

=

(
1 +

1

2n

)(
1− 1

n
+ o

(
1

n2

))(
1− 1

2n
+ o

(
1

n2

))
,

d’où
un+1

un
= 1− 1

n
+O

(
1

n2

)
,

ainsi d’après la proposition précédente, la série
∑
n≥1

(
n
Π
k=1

(2k−1)

n
Π2k
1

1√
n

)
est divergente.
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1.5 Séries à termes quelconques

1.5.1 Séries alternées

Corollaire 7. Soit
∑
n

un une série à termes quelconques. La série
∑
n

un est dite alternée si

pour tout n ∈ N : unun+1 < 0.

Remarque 5. Toute série alternée peut être écrite sous la forme
∑
n

(−1)n un où un est de

signe constant.

Théorème 2. (Théorème de Leibniz (1682)). Soit
∑
n

(−1)n un une série alternée, si (un)n

est décroissante et lim
n→0

un = 0, alors la série
∑
n

(−1)n un est convergente.

De plus sa somme S est toujours comprise entre deux termes consécutifs Sn+1 et Sn de la
suite de ses sommes partielles.
Le reste :

Rn = S − Sn =
+∞∑

k=n+1

uk,

est du signe de un+1 et veriéfié |Rn| ≤ |un+1|.

Exemple 25. La série
∑
n

(−1)n

nα
, α > 0 est alternée et vérifiee les hypothèses du théorème

précédent, et donc elle converge. Elle est dite séries de Riemann alternée.

1.5.2 Critère d’Abel pour les séries de la forme
∑
n
unvn

Théorème 3. (Critère d’Abel (1826)). Soit la série
∑
n

unvn tel que

(i) La suite (vn)n décroissante et converge vers 0,

(ii) ∃M > 0, ∀n ∈ N :

∣∣∣∣ n∑
k=0

uk

∣∣∣∣ ≤M .

Alors, la série
∑
n

unvn est convergente.

Démonstration. On pose Sn =
n∑
k=0

uk et Tn =
n∑
k=0

ukvk. Soient ε > 0, p, q ∈ N∗, alors

|Tp+q − Tp| =

∣∣∣∣∣
p+q∑

k=p+1

ukvk

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
p+q∑

k=p+1

(Sk − Sk−1) vk

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
p+q∑

k=p+1

Skvk −
p+q∑

k=p+1

Sk−1vk

∣∣∣∣∣
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=

∣∣∣∣∣
p+q∑

k=p+1

Skvk −
p+q−1∑
k=p

Skvk+1

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
p+q−1∑
k=p+1

Skvk + Sp+qvp+q − Spvp+1 −
p+q−1∑
k=p+1

Skvk+1

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣Sp+qvp+q − Spvp+1 −
p+q−1∑
k=p+1

Sk (vk + vk+1)

∣∣∣∣∣
= |Sp+q| |vp+q|+ |Sp| |vp+1|+

p+q−1∑
k=p+1

|Sk| |vk + vk+1|

= M |vp+q|+m |vp+1|+M

p+q−1∑
k=p+1

|vk + vk+1| .

Comme la suite (vn)n est décroissante, alors

|Tp+q − Tp| = Mvp+q +Mvp+1 +M (vp + vp+1) ,

et comme la suite (vn)n converge vers 0, alors ∃Nε > 0, ∀n ≥ Nε, et on a

vn ≤
ε

2M
.

Ainsi
∀ε > 0, ∃Nε > 0, ∀p, q ∈ N∗ : (p ≥ Nε ⇒ |Tp+q − Tp| < ε) .

Par suite la suite (Tn)n est de Cauchy et donc convergente. D’où la série
∑
n

unvn est conver-

gente.

Exemple 26. On va étudier la nature de la série
∑
n≥1

(n+1) sin(2n)
n2−ln(n)

. D’une part, on a (ii)

∃M > 0, ∀n ∈ N :

∣∣∣∣∣
n∑
k=0

uk

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑
k=0

sin (2n)

∣∣∣∣∣ ≤M.

D’autre part, on pose vk = n+1
n2−ln(n)

. La fonction x 7→ x+1
x2−ln(x)

est décroissante sur ]e,+∞[.
d’où la suite vk = n+1

n2−ln(n)
est décroissante sur ]2,+∞[. Par conséquent, d’après le critère de

Leibniz, la série
∑
n≥1

(n+1) sin(2n)
n2−ln(n)

converge.

1.5.3 Série absolument convergente

Définition 7. La série
∑
n

un est dite absolument convergente, si la série
∑
n

|un| est conver-
gente.

Proposition 13. Toute série absolument convergente est convergente.
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Démonstration. Soit
∑
n

un une série absolument convergente. On pose

Sn =
n∑
k=0

uk, Tn =
n∑
k=0

|uk| .

La série
∑
n

un est une série absolument convergente si et seulement si
∑
n

|un| converge i.e., la

suite (Tn)n converge i.e., la suite (Tn)n est de Cauchy i.e.,
∀ε > 0, ∃Nε > 0, ∀p, q ∈ N∗ : (p ≥ Nε ⇒ |Tn+p − Tp| < ε) .

Comme

|Tn+p − Tp| =

∣∣∣∣∣
n+p∑
k=p+1

Tk

∣∣∣∣∣ ≤
n+p∑
k=p+1

|Tk| = |Tn+p − Tp| < ε.

Alors, la suite (Tn)n est de Cauchy.

Remarque 6. La réciproque de cette proposition et en général fausse, par exemple : la série∑
n≥1

(−1)n

n
elle est convergente mais n’est pas absolument convergente.

Exemple 27. la série
∑
n≥1

sin(n)
n2 est absolument convergente. On a

∣∣∣∣sin (n)

n2

∣∣∣∣ ≤ 1

n2
, ∀n ∈ N∗.

Comme la série
∑
n≥1

1
n2 est convergente, alors la série

∑
n≥1

∣∣∣ sin(n)
n2

∣∣∣ est absolument convergente.

Donc
∑
n≥1

sin(n)
n2 converge.

Exemple 28. On va étudier la convergence absolue de la série
∑
n≥1

√
n3+3
n3+4n

ln
(

1 + (−1)n

n

)
.

On a √
n2 + 3

n3 + 4n
∼

+∞

1√
n

et ln

(
1 +

(−1)n

n

)
∼

+∞

(−1)n

n
.

D’où √
n2 + 3

n3 + 4n
ln

(
1 +

(−1)n

n

)
∼

+∞

(−1)n

n
3
2

.

Donc

|un| =

∣∣∣∣∣
√

n2 + 3

n3 + 4n
ln

(
1 +

(−1)n

n

)∣∣∣∣∣ ∼+∞
∣∣∣∣(−1)n

n
3
2

∣∣∣∣ =
1

n
3
2

.

Ainsi, la série
∑
n≥1

|un| converge et d’où il découle que la série la série
∑
n≥1

√
n3+3
n3+4n

ln
(

1 + (−1)n

n

)
est abselument convergente.
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Exemple 29. On va étudier la convergence absolue de la série
∑
n≥1

arctan
(

sin(n)
n

)
ln
(

1 + 1
3√n

)
.

On sait que ∣∣∣∣arctan

(
sin (n)

n

)∣∣∣∣ ≤ |sin (n)|
n

≤ 1

n
, ∀n ∈ N∗,

et

ln

(
1 +

1
3
√
n

)
≤ 1

3
√
n
, ∀n ∈ N∗.

D’où
|un| =

∣∣∣∣arctan

(
sin (n)

n

)
ln

(
1 +

1
3
√
n

)∣∣∣∣ ≤ 1

n
5
3

.

Ainsi, la série
∑
n≥1

|un| converge et d’où il découle que la série la série
∑
n≥1

arctan
(

sin(n)
n

)
ln
(

1 + 1
3√n

)
est abselument convergente.

Exemple 30. On va étudier la convergence absolue de la série
∑
n≥1

(n+1) sin(2n)
n2−ln(n)

. On a

∣∣∣∣(n+ 1) sin (2n)

n2 − ln (n)

∣∣∣∣ ≤ n+ 1

n2 − ln (n)
.

Comme
lim

n→+∞

ln (n)

n2
= 0⇔ ln (n) =

+∞
n2,

alors
n2 − ln (n) ∼

+∞
n2.

Donc
n+ 1

n2 − ln (n)
∼

+∞

n

n2
=

1

n
.

Ainsi, la série
∑
n≥1

|un| diverge et d’où il découle que la série la série
∑
n≥1

(n+1) sin(2n)
n2−ln(n)

n’est pas

absolument convergente.

Série semi-convergente :

Définition 8. Une série
∑
n

un est dite semi-convergente si elle est convergente et la série∑
n

|un| diverge.

Remarque 7. La série
∑
n≥1

(−1)n

nα
, 0 < α ≤ 1 est semi-convergente.

Définition 9. (Série commutativement convergente). On dit quune série
∑
n

un est commu-

tativement converge, si pour toute bijection ϕ : N→ N a série
∑
n

uϕ(n) est convergente.
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Proposition 14. Toute série absolument convergente est commutativement convergente.
Autrement dit : une série absolument convergente, converge toujours même si on change
l’ordre de ses termes, et la somme ne dépend pas de l’ordre des termes.

Remarque 8. La propriété cité à la proposition précédente n’est pas vraie si la série est
semi-convergente, cest-à-dire on ne peut pas changer l’ordre des termes.

1.6 Produit des séries
Définition 10. Soit

∑
n

un et
∑
n

vn deux séries numériques.

La série
∑
n

wn avec wn =
∑
n

ukvn−k est dite produit des séries
∑
n

un et
∑
n

vn.

Exemple 31. Soit
∑
n≥0

an

n!
et
∑
n≥0

bn

n!
deux séries numériques. Alors le terme général de la série

produit
∑
n

wn est

wn =
∑
n≥0

an

k!

bn−k

(n− k)!
=

(a+ b)n

n!
.

Théorème 4. (Théorème de Cauchy (1821)). Soit
∑
n

un et
∑
n

vn deux séries numériques

absolument convergentes, alors leur série produit
∑
n

wn est absolument convergente et à pour

somme le produit des sommes, c’est-à-dire

+∞∑
n=0

wn =

(
+∞∑
n=0

un

)(
+∞∑
n=0

vn

)
.

Théorème 5. (Mertens (1875)). Soit
∑
n

unune série numérique absolument convergente et∑
n

vn une série numérique convergente, alors la série
∑
n

wn produit des
∑
n

un et
∑
n

vn est

convergente et a pour somme le produit des somme, c’est-à-dire

+∞∑
n=0

wn =

(
+∞∑
n=0

un

)(
+∞∑
n=0

vn

)
.

1.7 Exercices corrigés
Exercice 1. En utilisant la limite des suites des sommes partielles, déterminer la nature des
séries numériques suivantes :∑

n≥1

1

n (n+ 1) (n+ 2)
,
∑
n≥1

1

(3n− 2) (3n+ 1)
,
∑
n≥1

1

16n2 − 8n− 3
,
∑
n≥1

n

(2n+ 1)2 (2n− 1)2

∑
n≥1

n−
√
n2 − 1√

n (n+ 1)
,
∑
n≥1

sin

(
1

2n

)
cos

(
3

2n

)
,
∑
n≥2

ln

(
1− 2

n (n+ 1)

)
,
∑
n≥2

ln

(
n3 − 1

n3 + 1

)
.
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Solution : En utilisant la limite des suites des sommes partielles, on va déterminer la
nature des séries numériques suivantes :
1)
∑
n≥1

1
n(n+1)(n+2)

. On a

∀n ∈ N∗,
1

n (n+ 1) (n+ 2)
=

1

2n
− 1

n+ 1
+

1

2 (n+ 2)
.

Donc

Sn =
n∑
k=1

1

k (k + 1) (k + 2)
=

n∑
k=1

[
1

2k
− 1

k + 1
+

1

2 (k + 2)

]
.

Or
n∑
k=1

1

2k
+

1

2 (k + 2)
=

1

2

[
n∑
k=1

1

k
+

n+2∑
k=3

1

k

]

=
1

2
+

1

4
+

1

2

[
n∑
k=3

1

k

]
+

1

2 (n+ 1)
+

1

2 (n+ 2)
,

et
n∑
k=1

1

k + 1
=

n+1∑
k=2

1

k
=

1

2
+

n∑
k=3

1

k
+

1

n+ 1
.

D’où

Sn =
n∑
k=1

1

k (k + 1) (k + 2)
=

1

2

[
n∑
k=1

1

k
−

n+1∑
k=2

1

k + 1

]
−

n∑
k=1

1

k + 2

=
1

4
− 1

2 (n+ 1)
+

1

2 (n+ 2)
.

Donc
lim

n→+∞
Sn =

1

4
.

Ainsi, la série
∑
n≥1

1
n(n+1)(n+2)

converge.

2)
∑
n≥1

1
(3n−2)(3n+1)

. On a

1

(3n− 2) (3n+ 1)
=

2

3 (3n− 2)
− 1

3 (3n+ 1)
.

D’où

Sn =
n∑
k=1

1

(3k − 2) (3k + 1)
=

1

3

(
1− 1

2n+ 1

)
.

Donc
lim

n→+∞
Sn =

1

3
.

Ainsi, la série
∑
n≥1

1
(3n−2)(3n+1)

converge.
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3)
∑
n≥0

1
16n2−8n−3

. On a

1

16n2 − 8n− 3
=

1

(16n− 6) (16n− 3)
=

3

8 (16n− 6)
+

3

16 (16n− 3)
.

D’où

Sn =
n∑
k=1

1

16k2 − 8k − 3
=

1

2
−
(

1

5

)n
.

Donc
lim

n→+∞
Sn =

1

2
.

Ainsi, la série
∑
n≥1

1
16n2−8n−3

converge.

4)
∑
n≥1

n
(2n+1)2(2n−1)2

. On a

n

(2n+ 1)2 (2n− 1)2 =
1

8 (2n+ 1)2 −
1

8 (2n− 1)2 .

D’où

Sn =
n∑
k=1

k

(2k + 1)2 (2k − 1)2 =
1

8

(
1− 1

(2n+ 1)2

)
.

Donc
lim

n→+∞
Sn =

1

8
.

Ainsi, la série
∑
n≥1

n
(2n+1)2(2n−1)2

converge.

5)
∑
n≥1

n−
√
n2−1√

n(n+1)
. On a

Sn =
n∑
k=1

k −
√
k2 − 1√

k (k + 1)

=
k −

√
(k + 1) (k − 1)√
k (k + 1)

=

√
k

k + 1
−
√

(k + 1) (k − 1)√
k (k + 1)

=
k√

k (k + 1)
−
√
k − 1

k
.

D’où

Sn =
n∑
k=1

k −
√
k2 − 1√

k (k + 1)
=

√
n

n+ 1
.

Donc
lim

n→+∞
Sn = 1.
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Ainsi, la série
∑
n≥1

n−
√
n2−1√

n(n+1)
converge.

6)
∑
n≥1

sin
(

1
2n+1

)
sin
(

3
2n+1

)
. On a

Sn =
n∑
k=1

sin

(
1

2k+1

)
sin

(
3

2k+1

)

=
1

2

n∑
k=1

(
cos

(
2

2n+1

)
− cos

(
4

2n+1

))

=
1

2

n∑
k=1

(
cos

(
1

2n

)
− cos

(
1

2n−1

))

=
1

2

(
cos

(
1

2n

)
− cos (1)

)
.

D’où

Sn =
n∑
k=1

sin

(
1

2k+1

)
sin

(
3

2k+1

)
=

1

2

(
cos

(
1

2n

)
− cos (1)

)
.

Donc
lim

n→+∞
Sn =

1

2
(1− cos (1)) = sin2

(
1

2

)
.

Ainsi, la série
∑
n≥1

sin
(

1
2n+1

)
sin
(

3
2n+1

)
converge et sa somme est S = sin2

(
1
2

)
.

7)
∑
n≥2

ln
(

1− 2
n(n+1)

)
. On a

ln

(
1− 2

n (n+ 1)

)
= ln

(
n (n+ 1)− 2

n (n+ 1)

)
= ln (n (n+ 1)− 2)− ln (n (n+ 1))

D’où

Sn =
n∑
k=2

ln

(
1− 2

k (k + 1)

)
= ln

(
n+ 2

3n

)
.

Donc
lim

n→+∞
Sn = − ln (3) .

Ainsi, la série
∑
n≥2

ln
(

1− 2
n(n+1)

)
converge et sa somme est S = − ln (3).

8)
∑
n≥2

ln
(
n3−1
n3+1

)
. On a

ln

(
n3 − 1

n3 + 1

)
= ln

(
(n− 1) (n2 + n+ 1)

(n+ 1) (n2 − n+ 1)

)
= ln (n− 1)+ln

(
n2 + n+ 1

)
−ln

(
n2 − n+ 1

)
+ln (n+ 1)

D’où

Sn =
n∑
k=2

ln

(
k3 − 1

k3 + 1

)
= ln

(
n2 + n+ 1

3 (n+ 1)

)
.
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Donc
lim

n→+∞
Sn = ln

(
2

3

)
.

Ainsi, la série
∑
n≥2

ln
(
n3−1
n3+1

)
converge et sa somme est S = ln

(
2
3

)
.

Exercice 2. 1) Montrer que les séries suivantes sont divergentes.

∑
n≥1

(−1)n
2n2 + 3n+ 4

2n2 + 1
,
∑
n≥1

(
3n3 − 2

3n3 + 4

)n3

,
∑
n≥1

(
n3 + 1

n+ 3

)
arcsin

(
1

n2 + 1

)
,
∑
n≥1

1

2n+ 1
.

∑
n≥1

tan
( π

4n

)
,
∑
n≥1

√
n− 1√
n2 + 1

arctan

(
n+ 1

3
√
n4 + 1

)
.

2) Montrer que les séries suivantes sont convergentes.∑
n≥1

cos (nx)

2n
,
∑
n≥1

sin (nx)

n (n+ 1)
,
∑
n≥1

1

(2n− 1) 22n−1
,
∑
n≥1

sin (3 + (−1)n)

n2
,

∑
n≥1

ln (n) + sin (n)

n2 + 2 ln (n)
,
∑
n≥1

(
1− cos

(
2π

n

))
,
∑
n≥1

arctan (n3)

2n + n3
,
∑
n≥1

√
n
(
ch
(π
n

)
− 1
)
.

Solution : 1) Pour montrer la divergence de la séries suivantes, on peut appliquer la
condition nécessaire de la convergence :
a) On pose un = (−1)n 2n2+3n+4

2n2+1
.

Comme

lim
n→+∞

u2k = lim
n→+∞

(−1)2k 8k2 + 6k + 4

8k2 + 1
= lim

n→+∞

8k2 + 6k + 4

8k2 + 1
= lim

n→+∞

8k2

8k2
= 1,

et

lim
n→+∞

u2k+1 = lim
n→+∞

(−1)2k+1 2 (2k + 1)2 + 6 (2k + 1) + 4

2 (2k + 1)2 + 1
= lim

n→+∞
− 8k2

8k2
= −1.

Alors, la série
∑
n≥1

(−1)n 2n2+3n+4
2n2+1

est divergente ( de sorte que les deux limite ne coïncident

pas i.e., lim
n→+∞

uk n’existe pas).

b) On pose un =
(

3n3−2
3n3+4

)n3

.
Comme

lim
n→+∞

un = lim
n→+∞

(
3n3 − 2

3n3 + 4

)n3

= lim
n→+∞

(
1− 2

3n3

1 + 4
3n3

)n3
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= lim
n→+∞

[(
1− 2

3n3

1 + 4
3n3

)3n3] 1
3

= lim
n→+∞

[
e−2

e4

] 1
3

=
1

e2
6= 0.

Alors, la série
∑
n≥1

(
3n3−2
3n3+4

)n3

est divergente.

c) On pose un =
(
n3+1
n+3

)
arcsin

(
1

n2+1

)
.

Comme  arcsin
(

1
n2+1

)
∼

+∞
1

n2+1
∼

+∞
1
n2

n3+1
n+3

∼
+∞

n2
⇒
(
n3+1
n+3

)
arcsin

(
1

n2+1

)
∼

+∞
1 .

Alors
lim

n→+∞
un = lim

n→+∞

(
n3 + 1

n+ 3

)
arcsin

(
1

n2 + 1

)
= 1.

Donc, la série
∑
n≥1

(
n3+1
n+3

)
arcsin

(
1

n2+1

)
est divergente.

d) On pose un = tan
(
π
4n

)
.

Comme
tan
( π

4n

)
∼

+∞

π

4n
,

et la série
∑
n≥1

π
4n

est divergente. Alors, d’après le critère de comparaison la série
∑
n≥1

tan
(
π
4n

)
est divergente.
e) On peut utiliser la négation du critère de Cauchy. La suite partielle (Sn)n∈N n’est pas de
Cauchy (et par conséquent n’est pas convergente) i.e.,

∃ε > 0, ∀n ∈ N : ∃ (p, q) ∈ N2 (p > q ≥ n) et |Sp − Sq| ≥ ε.

On a ∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

1

2k + 1

∣∣∣∣∣ > 2 (p− 2)

2n+ 2p+ 1
>

1

6
.

Donc, d’après la négation du critère de Cauchy, la série
∑
n≥1

1
2n+1

est divergente.

f)
∑
n≥1

√
n−1√
n2+1

arctan
(

n+1
3√n4+1

)
.

Comme arctan
(

n+1
3√n4+1

)
∼

+∞
n+1

3√n4+1
∼

+∞
n

n
4
3

= 1

n
1
3√

n−1√
n2+1

∼
+∞

1√
n

⇒
√
n−1√
n2+1

arctan
(

n+1
3√n4+1

)
∼

+∞
1

n
5
6
.

et
∑
n≥1

1

n
5
6
diverge ( série de Riemann α = 5

6
< 1). Donc, la série

√
n−1√
n2+1

arctan
(

n+1
3√n4+1

)
est

divergente.
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2) Pour montrer la convergence d’une série numérique, on peut utiliser les critères de conver-
gence.
a) La suite partielle (Sn)n∈N est de Cauchy (et par conséquent est convergente) i.e.,

∀ε > 0, ∃nε ∈ N : ∀ (p, q) ∈ N2 (p > q ≥ n) et |Sp − Sq| < ε.

On a ∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

cos (kx)

2n

∣∣∣∣∣ ≤
n+p∑

k=n+1

1

2k
=

1

2n+1

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

2p−1

)

=
2

2n+1
(1− 2p) <

1

2n
.

Donc, d’après le critère de Cauchy ( lim
n→+∞

(
1

2n

)
= 0), la série

∑
n≥1

cos(nx)
2n

est convergente.

b) La suite partielle (Sn)n∈N est de Cauchy (et par conséquent est convergente) i.e.,

∀ε > 0, ∃nε ∈ N : ∀ (p, q) ∈ N2 (p > q ≥ n) et |Sp − Sq| < ε.

On a ∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

sin (kx)

k (k + 1)

∣∣∣∣∣ ≤
n+p∑

k=n+1

1

k (k + 1)
=

n+p∑
k=n+1

(
1

k
− 1

k + 1

)

=
1

n+ 1
− 1

n+ p+ 1
<

1

n+ 1
.

Donc, d’après le critère de Cauchy ( lim
n→+∞

(
1

n+1

)
= 0), la série

∑
n≥1

sin(nx)
n(n+1)

est convergente.

e) On pose un = 1
(2n−1)22n−1 . Comme

1

(2n− 1) 22n−1
≤ 1

22n−1
, ∀n ≥ 1,

et la série ∑
n≥1

1

22n−1
= 2
∑
n≥1

1

22n
=
∑
n≥1

(
1

4

)n
,

est convergente ( de sort que la série
∑
n≥1

(
1
4

)n est une série géométrique converge). Alors,

d’après le critère de comparaison la série
∑
n≥1

1
(2n−1)22n−1 converge.

e) On pose un = sin(3+(−1)n)
n2 . Comme

|un| =
∣∣∣∣sin (3 + (−1)n)

n2

∣∣∣∣ ≤ 4

n2
, ∀n ≥ 1,

et la série ∑
n≥1

4

n2
,
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est convergente ( Corollaire 6). Alors, d’après le critère de comparaison la série
∑
n≥1

sin(3+(−1)n)
n2

converge.
f)
∑
n≥1

ln(n)+sin(n)
n2+2 ln(n)

. On pose un = ln(n)+sin(n)
n2+2 ln(n)

.

En utilisant le développement limité de un au voisinage de +∞, on obtient

ln (n) + sin (n)

n2 + 2 ln (n)
∼

+∞

ln (n)

n2
.

D’après, le critère d’intégrale, l’intégrale impropre
+∞ˆ

1

ln (x)

x2
dx,

converge. En effet, on intègre par partie et comme lim
t→+∞

ln(t)
t

= 0, on obtient
+∞ˆ

1

ln (x)

x2
dx = lim

t→+∞

[− ln (x)

x

]t
1

+

tˆ

1

1

x2
dx

 = 1.

Donc, la série
∑
n≥1

ln(n)+sin(n)
n2+2 ln(n)

converge.

g)
∑
n≥1

(
1− cos

(
2π
n

))
. Comme

1− cos

(
2π

n

)
∼

+∞

2π2

n2
,

et la série
∑
n≥1

2π2

n2 converge (série de Riemann α = 2 > 1), alors la série
∑
n≥1

(
1− cos

(
2π
n

))
converge.

h)
∑
n≥1

arctan(n3)
2n+n3 . On a

un =
arctan (n3)

2n + n3
<

π
2

2n + n3
≤ π

2n+1
.

Comme la série
∑
n≥1

π
2n+1 est convergente, alors d’après le critère de comparaison la série∑

n≥1

arctan(n3)
2n+n3 convrerge.

i)
∑
n≥1

√
n
(
ch
(
π
n

)
− 1
)
. Comme

un =
√
n
(
ch
(π
n

)
− 1
)
∼

+∞

√
n

(
π2

2n2

)
=

π2

2n
√
n
,

et la série
∑
n≥1

π2

2n
√
n
converge (série de Riemann α = 3

2
> 1), alors la série

∑
n≥1

arctan(n3)
2n+n3 converge.

Exercice 3. Trouver les valeures de α pour lesquelles les séries suivantes sont convergentes∑
n≥1

(
1− n sin

(
1
n

))α
,
∑
n≥1

(
arctan

(
1
n

)
− ln

(
1 + 1

n

))α
,
∑
n≥1

(
ch
(

1
n

)
− cos

(
1
n

))α.∑
n≥1

(
e

1
n

cos( 1
n) − 1− 1

n

)α
,
∑
n≥1

3√n2+1− 3√n2−1
nα

,
∑
n≥1

(
e

1
2n −

√
1 + sh

(
1
n

))α
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Solution : 1)
∑
n≥1

(
1− n sin

(
1
n

))α . En utilisant le développement limité de un au voisinage

de +∞, on obtient

un =

(
1− n sin

(
1

n

))α
=

(
1− n

[
1

n
− 1

6n3
+ o

(
1

n3

)])α
=

(
1

6n2
+ o

(
1

n3

))α
.

D’où (
1− n sin

(
1

n

))α
∼

+∞

1

6αn2α
.

Donc, comme la série
∑
n≥1

1
n2α est convergente pour α > 1

2
, alors la série

∑
n≥1

(
1− n sin

(
1
n

))α
converge pour α > 1

2
.

2)
∑
n≥1

(
arctan

(
1
n

)
− ln

(
1 + 1

n

))α. En utilisant le développement limité de un au voisinage de

+∞, on obtient

un =

(
arctan

(
1

n

)
− ln

(
1 +

1

n

))α

=

(
1

n
− 1

3n3
+ +o

(
1

n3

)
− 1

n
− 1

2n2
+

1

3n3
+ o

(
1

n3

))α
=

(
1

2n2
− 2

3n3
+ o

(
1

n3

))α
.

D’où (
arctan

(
1

n

)
− ln

(
1 +

1

n

))α
∼

+∞

1

n2α
.

Donc, comme la série
∑
n≥1

1
n2α est convergente pour α > 1

2
, alors la série

∑
n≥1

(
arctan

(
1
n

)
− ln

(
1 + 1

n

))α
converge pour α > 1

2
.

2)
∑
n≥1

(
e

1
n

cos( 1
n) − 1− 1

n

)α
. En utilisant le développement limité de un au voisinage de +∞,

on obtient

un =

(
e

1
n

cos( 1
n) − 1− 1

n

)α

=

[
1 +

1

n
cos

(
1

n

)
+

1

2

(
1

n
cos

(
1

n

))2

+ o

(
1

n
cos

(
1

n

))
− 1− 1

n

]α

=

[
1

n
cos

(
1

n

)
+

1

2

(
1

n
cos

(
1

n

))2

+ o

(
1

n
cos

(
1

n

))]α
.
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En appliquant cos
(

1
n

)
= 1− 1

2n2 + o
(

1
n2

)
, on obtient

un =

[
1− 1

2n2
− 1

2n3
+ o

(
1

n3

)]α
.

D’où (
e

1
n

cos( 1
n) − 1− 1

n

)α
∼

+∞

1

2n2α
.

Donc, comme la série
∑
n≥1

1
n2α est convergente pour α > 1

2
, alors la série

∑
n≥1

(
e

1
n

cos( 1
n) − 1− 1

n

)α
converge pour α > 1

2
.

3)
∑
n≥1

(
ch
(

1
n

)
− cos

(
1
n

))α. En utilisant le développement limité de un au voisinage de +∞,

on obtient
un =

(
ch

(
1

n

)
− cos

(
1

n

))α
=

(
1 +

1

2n2
+ o

(
1

n2

)
− 1 +

1

2n2
+ o

(
1

n2

))α
=

(
1

n2
+ o

(
1

n2

))α
.

D’où (
ch

(
1

n

)
− cos

(
1

n

))α
∼

+∞

1

n2α
.

Donc, comme la série
∑
n≥1

1
n2α est convergente pour α > 1

2
, alors la série

∑
n≥1

(
ch
(

1
n

)
− cos

(
1
n

))α
converge pour α > 1

2
.

4)
∑
n≥1

3√n2+1− 3√n2−1
nα

. En utilisant le développement limité de un au voisinage de +∞, on

obtient

un =
3
√
n2 + 1− 3

√
n2 − 1

nα

=

3
√
n2
(

3

√
1 + 1

n3 − 3

√
1− 1

n2

)
nα

=
3
√
n2
(
1 + 1

3n2 − 1
9n4 + o

(
1
n4

)
− 1 + 1

3n2 + 1
9n4 + o

(
1
n4

))
nα

=
3
√
n2
(

2
3n2 + o

(
1
n4

))
nα

.

D’où
3
√
n2
(

2
3n2 + o

(
1
n4

))
nα

∼
+∞

2

3

1

nα+ 4
3

.

Donc, comme la série
∑
n≥1

1

nα+
4
3
est convergente pour α > 1

3
, alors la série

∑
n≥1

3√n2+1− 3√n2−1
nα

converge pour α > 1
3
.
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5)
∑
n≥1

(
e

1
2n −

√
1 + sh

(
1
n

))α
. En utilisant le développement limité de un au voisinage de

+∞, on obtient

un =

(
e

1
2n −

√
1 + sh

(
1

n

))α

=

(
1 +

1

2n
+

1

8n2
+ o

(
1

n2

)
−

[
1 +

1

2
sh

(
1

n

)
− 1

8
sh2

(
1

n

)
+ o

((
sh

(
1

n

))2
)])α

,

et comme

1 +
1

2
sh

(
1

n

)
− 1

8
sh2

(
1

n

)
+ o

((
sh

(
1

n

))2
)

= 1 +
1

2n
− 1

8n2
+ o

(
1

n2

)
.

Alors
un =

(
1 +

1

2n
+

1

8n2
+ o

(
1

n2

)
−
[
1 +

1

2n
− 1

8n2
+ o

(
1

n2

)])α
Par suite

un =

(
1

4n2
+ o

(
1

n2

))α
∼

+∞

1

(4n2)α
.

Donc, comme la série
∑
n≥1

1

nα+
4
3
est convergente pour α > 1

3
, alors la série

∑
n≥1

3√n2+1− 3√n2−1
nα

converge pour α > 1
3
.

Exercice 4. Étudier la nature des séries suivantes à l’aide des règles de d’Alembert, Cauchy
et d’intégrale :∑

n≥1

1

(2n+ 1)!
,
∑
n≥1

n tan
( π

2n+1

)
,
∑
n≥1

1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

3n · n!
,
∑
n≥1

(3n)!

(n!)3 · 43n
.

∑
n≥1

2n
(

n

n+ 1

)n2

,
∑
n≥1

(
n2 + 5

n2 + 6

)n3

,
∑
n≥1

(
6n+ 1

5n− 3

)n
2
(

5

6

) 2n
3

,
∑
n≥2

1

(n+ 1) ln2 (n+ 1)
.

∑
n≥2

(
1 + n

1 + n2

)2

,
∑
n≥2

1√
n

ln

(
n+ 1

n− 1

)
.

Solution : 1)
∑
n≥1

1
(2n+1)!

. D’après la règle d’Alembert, on a

lim
n→+∞

un+1

un
= lim

n→+∞

1

(2n+ 3)!
× (2n+ 1)!

= lim
n→+∞

1

(2n+ 3) (2n+ 2) (2n+ 1)!
× (2n+ 1)!
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= lim
n→+∞

1

(2n+ 3) (2n+ 2)
= 0 < 1.

Donc, la série
∑
n≥1

1
(2n+1)!

converge.

2)
∑
n≥1

n tan
(

π
2n+1

)
. D’après la règle d’Alembert, on a

lim
n→+∞

un+1

un
= lim

n→+∞

(n+ 1) tan
(

π
2n+2

)
n tan

(
π

2n+1

) .

Comme
n+ 1

n
∼

+∞
1 et

tan
(

π
2n+2

)
n tan

(
π

2n+1

) ∼
+∞

π
2n+2

π
2n+1

=
1

2
.

Alors

lim
n→+∞

(n+ 1) tan
(

π
2n+2

)
n tan

(
π

2n+1

) =
1

2
.

Par suite

lim
n→+∞

un+1

un
= lim

n→+∞

(n+ 1) tan
(

π
2n+2

)
n tan

(
π

2n+1

) =
1

2
< 1.

Donc, la série
∑
n≥1

n tan
(

π
2n+1

)
converge.

3)
∑
n≥1

1·3·5···(2n−1)
3n·n!

. D’après la règle d’Alembert, on a

lim
n→+∞

un+1

un
= lim

n→+∞

1 · 3 · 5 · · · (2n+ 1)

3n+1 · (n+ 1)!
× 3n · n!

1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

= lim
n→+∞

1 · 3 · 5 · · · (2n− 1) (2n+ 1)

3n · 3 · (n+ 1)n!
× 3n · n!

1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

= lim
n→+∞

2n+ 1

3 (n+ 1)
=

2

3
< 1.

Donc, la série
∑
n≥1

1·3·5···(2n−1)
3n·n!

converge.

4)
∑
n≥1

(3n)!

(n!)3·43n . D’après la règle d’Alembert, on a

lim
n→+∞

un+1

un
= lim

n→+∞

(3n+ 3)!

((n+ 1)!)3 · 43n+3
× (n!)3 · 43n

(3n)!

= lim
n→+∞

3n (3n+ 1) (3n+ 2) (3n+ 3)

((n+ 1)n!)3 · 43n · 43
× (n!)3 · 43n

(3n)!

= lim
n→+∞

(3n+ 1) (3n+ 2) (3n+ 3)

64 (n+ 1)3 =
27

64
< 1.

Donc, la série
∑
n≥1

(3n)!

(n!)3·43n converge.
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5)
∑
n≥1

2n
(

n
n+1

)n2

. D’après la règle de Cauchy, on a

lim
n→+∞

n
√
un = lim

n→+∞

n

√
2n
(

n

n+ 1

)n2

= lim
n→+∞

2

(
n

n+ 1

)n
= lim

n→+∞
2

1(
1 + 1

n

)n =
2

e
< 1.

Donc, la série
∑
n≥1

2n
(

n
n+1

)n2

converge.

6)
∑
n≥1

(
n2+5
n2+6

)n3

. D’après la règle de Cauchy, on a

lim
n→+∞

n
√
un = lim

n→+∞

n

√(
n2 + 5

n2 + 6

)n3

= lim
n→+∞

(
n2 + 5

n2 + 6

)n2

= lim
n→+∞

(
1 + 5

n2

)n2(
1 + 6

n2

)n2 =
e5

e6
=

1

e
< 1.

Donc, la série
∑
n≥1

(
n2+5
n2+6

)n3

converge.

7)
∑
n≥2

(
6n+1
5n−3

)n
2
(

5
6

) 2n
3 . D’après la règle de Cauchy, on a

lim
n→+∞

n
√
un = lim

n→+∞

n

√(
6n+ 1

5n− 3

)n
2
(

5

6

) 2n
3

= lim
n→+∞

(
6

5

) 1
2
(

5

6

) 2
3

=

(
5

6

) 1
6

< 1.

Donc, la série
∑
n≥1

(
6n+1
5n−3

)n
2
(

5
6

) 2n
3 converge.

8)
∑
n≥2

1
(n+1) ln2(n+1)

. D’après le critère d’intégrale, l’intégrale impropre

+∞ˆ

1

1

(x+ 1) ln2 (x+ 1)
dx,

converge. En effet, on a
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+∞ˆ

1

1

(x+ 1) ln2 (1 + x)
dx = lim

t→+∞

 +∞ˆ

1

1

(x+ 1) ln2 (1 + x)
dx


= lim

t→+∞

 +∞ˆ

1

d
(
ln2 (1 + x)

)
ln2 (1 + x)


= lim

t→+∞

[
1

ln (1 + x)

]t
1

= lim
t→+∞

[
1

ln (2)
− 1

ln (1 + t)

]
=

1

ln (2)
.

Donc, la série
∑
n≥1

1
(n+1) ln2(n+1)

converge.

9)
∑
n≥1

(
1+n
1+n2

)2. D’après le critère d’intégrale, l’intégrale impropre

+∞ˆ

1

(
1 + x

1 + x2

)2

dx,

converge. En effet, on a
+∞ˆ

1

(
1 + x

1 + x2

)2

dx =

+∞ˆ

1

1 + 2x+ x2

(1 + x2)2 dx = lim
t→+∞

 tˆ

1

1 + 2x+ x2

(1 + x2)2 dx


= lim

t→+∞

 tˆ

1

1 + x2

(1 + x2)2dx+

tˆ

1

2x

(1 + x2)2dx


= lim

t→+∞

 tˆ

1

1

1 + x2
dx+

tˆ

1

2x

(1 + x2)2dx


= lim

t→+∞

[
arctan (x) +

1

(1 + x2)

]t
1

=
π

2
− π

4
− 0 +

1

2
=
π

2
+

1

2
.

Donc, la série
∑
n≥1

(
1+n
1+n2

)2 converge.

10)
∑
n≥2

1√
n

ln
(
n+1
n−1

)
. La fonction f : x 7→ 1√

x
ln
(
x+1
x−1

)
est continue et décroissante sur [2,+∞[.

D’après le critère d’intégrale, la série
∑
n≥2

1√
n

ln
(
n+1
n−1

)
et l’intégrale

´ +∞
2

1√
x

ln
(
x+1
x−1

)
dx sont

de même nature.
En utilisant le développement limité de f au voisinage de +∞, on obtient

f (x) =
1√
x

ln

(
x+ 1

x− 1

)
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=
1√
x

[ln (x+ 1)− ln (x− 1)]

=
1√
x

[
ln

(
1 +

1

x

)
− ln

(
1− 1

x

)]
=

1√
x

(
1

x
− 1

2x2
+ o

(
1

x2

)
+

1

x
− 1

2x2
+ o

(
1

x2

))
=

2

x
3
2

+ o

(
1

x
5
2

)
.

D’où
f (x) =

1√
x

ln (x+ 1)− 1√
x

ln (x− 1) ∼
+∞

1

x
3
2

.

Donc, comme
´ +∞

2
1

x
3
2
dx est converge ( intégrale de Riemann avec α = 3

2
> 1), alors´ +∞

2
1√
x

ln
(
x+1
x−1

)
dx converge.

Ainsi, la série
∑
n≥2

1√
n

ln
(
n+1
n−1

)
est convergente.

Exercice 5. Étudier la convergence et la convergence absolue des séries suivantes :∑
n≥1

sin (n)
3
√
n5

,
∑
n≥1

(−1)n

n+ (−1)n
√
n
,
∑
n≥1

(−1)n ln (n)√
n

.

∑
n≥1

(−1)n+1
3
√
n+ 1√
n+ 2

,
∑
n≥1

ln

(
1 +

(−1)n

2
3
√
n2

)
,
∑
n≥1

(−1)n

ln2 (1 + n)

(
1− cos

(
1√
n

))
.

Solution : 1)
∑
n≥1

sin(n)
3√
n5

. On a

|un| =
∣∣∣∣sin (n)

3
√
n5

∣∣∣∣ ≤ 1

n
5
3

.

Or la série )
∑
n≥1

1

n
1
3
est convergente, alors la série

∑
n≥1

sin(n)
3√
n5

st absolument convergente, ainsi

elle est convergente.
2)
∑
n≥1

(−1)n

n+(−1)n
√
n
. En multipliant et en divisant par n− (−1)n

√
n, on obtient

un =
(−1)n

n+ (−1)n
√
n

=
(−1)n (n− (−1)n

√
n)

(n+ (−1)n
√
n) (n− (−1)n

√
n)

=
(−1)n n−

√
n

n2 − n

=
(−1)n

n− 1
− 1

n
3
2 −
√
n
.
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D’une part, d’après le théorème d’Abel, la série
∑
n≥1

(−1)n

n−1
est convergente.

D’autre part, on a
1

n
3
2 −
√
n
∼

+∞

1

n
3
2

,

et comme la série
∑
n≥1

1

n
3
2
est convergente, alors la série

∑
n≥1

1

n
3
2−
√
n
à termes positifs est conver-

gente.
Par suite,

∑
n≥1

(−1)n

n+(−1)n
√
n
est la somme de deux séries convergentes, donc elle est convergente.

3)
∑
n≥1

(−1)n ln(n)√
n

. D’après Leibniz, on a d’une part

lim
n→+∞

un = lim
n→+∞

ln (n)√
n

= 0.

D’autre part, la fonction f : x 7→ ln(x)
x

est dérivable sur ]0,+∞[ et sa dérivée est définie par

f ′ (x) =
2− ln (x)

2x
√
x

.

On a
f ′ (x) =

2− ln (x)

2x
√
x

< 0⇔ x > e2.

D’où, la fonction f est décroissante sur ]e2,+∞[. Cela veut dire que la suite (un) est décrois-
sante sur ]e2,+∞[.
Donc, D’après Leibniz la série

∑
n≥1

(−1)n ln(n)√
n

est convergente.

4)
∑
n≥1

(−1)n+1 3√n+1√
n+2

. D’après Leibniz, on a d’une part

lim
n→+∞

un = lim
n→+∞

3
√
n+ 1√
n+ 2

= lim
n→+∞

3
√
n√
n

= 0.

D’autre part, la fonction f : x 7→
3√x+1√
x+2

est dérivable sur ]0,+∞[ et sa dérivée est définie
par

f ′ (x) =
−x+ 4

√
x− 3

6 (
√
x+ 2)

(
3
√
x+ 1

)2√
x
.

Sur ]0,+∞[. On a

f ′ (x) =
−x+ 4

√
x− 3

6 (
√
x+ 2)

(
3
√
x+ 1

)2√
x
< 0⇔ x ∈ ]0, 1[ ∪ ]9,+∞[ .

D’où, la fonction f est décroissante sur ]9,+∞[ et ]0, 1[. Cela veut dire que la suite (un) est
décroissante sur ]9,+∞[.
Donc, d’après Leibniz la série

∑
n≥1

(−1)n+1 3√n+1√
n+2

est convergente.
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Cependant, la série∑
n≥1

|(−1)n un| =
∑
n≥1

∣∣∣∣(−1)n+1
3
√
n+ 1√
n+ 2

∣∣∣∣ =
∑
n≥1

∣∣∣∣ 3
√
n+ 1√
n+ 2

∣∣∣∣ =
∑
n≥1

3
√
n+ 1√
n+ 2

,

est diverge. En effet
3
√
n+ 1√
n+ 2

∼
+∞

1

n
1
6

.

Comme la série
∑
n≥1

1

n
1
6
diverge alors, la série

∑
n≥1

3√n+1√
n+2

diverge.

Par suite, la série
∑
n≥1

(−1)n+1 3√n+1√
n+2

est semi-convergente.

5)
∑
n≥1

ln
(

1 + (−1)n

2
3√
n2

)
. En utilisant le développement limité de un au voisinage de +∞, on

obtient
un = ln

(
1 +

(−1)n

2
3
√
n2

)
=

(−1)n

2
3
√
n2
− 1

2

(
(−1)n

2
3
√
n2

)2

+ o

((
(−1)n

2
3
√
n2

)2
)
.

D’où
un ∼

+∞

(−1)n

2
3
√
n2
.

Comme la série
∑
n≥1

(−1)n

2
3√
n2

est semi-convergente, alors la série
∑
n≥1

ln
(

1 + (−1)n

2
3√
n2

)
est semi-

convergente.
6)
∑
n≥1

(−1)n

ln2(1+n)

(
1− cos

(
1√
n

))
. Puisque

1− cos

(
1√
n

)
= 2 sin2

(
1

2
√
n

)
,

et
sin (t) ≤ t, ∀t ∈ R.

A lors, on a

un =
(−1)n

ln2 (1 + n)

(
1− cos

(
1√
n

))
=

2 (−1)n sin2
(

1
2
√
n

)
ln2 (1 + n)

,

et

|un| =

∣∣∣∣∣∣
2 (−1)n sin2

(
1

2
√
n

)
ln2 (1 + n)

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

n ln2 (1 + n)
≤ 1

(1 + n) ln2 (1 + n)
.

Comme
∑
n≥1

1
(1+n) ln2(1+n)

est convergente (voir l’exercice précédente). Alors la série

∑
n≥1

(−1)n

ln2 (1 + n)

(
1− cos

(
1√
n

))
,

est absolument convergente.
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Exercice 6. Étudier la nature de la série de Bertrand suivante∑
n≥1

1

nα lnβ (n)
, (α, β) ∈ R2.

Solution : On pose un = 1
nα lnβ(1+n)

. Premièrement nous donnons un tableau qui montre
la limite du terme général un selon α et β.

α > 0 α = 0 α < 0
β > 0 lim

n→+∞
un = 0 lim

n→+∞
un = 0 lim

n→+∞
un = +∞

β = 0 lim
n→+∞

un = 0 lim
n→+∞

un = 1 lim
n→+∞

un = +∞
β < 0 lim

n→+∞
un = 0 lim

n→+∞
un = +∞ lim

n→+∞
un = +∞

D’après le tableau précédent et la négation de la condition nécessaire de la convergence, il
est clair que la série de Bertrand∑

n≥1

1

nα lnβ (n)
, (α, β) ∈ R2,

est divergente pour α < 0, α = 0 et β ≤ 0.
Pour α = 0 et β > 0. On a la série ∑

n≥1

1

lnβ (n)
, β ∈ R,

est divergente. En effet, comme

lim
n→+∞

1

lnβ (n)
=


+∞, si β < 0,

1, , si β = 0,

0, si β > 0,

alors, la série est divergente pour β ≤ 0.
Pour β = 0, on a

lim
n→+∞

1
n
1

lnβ(n)

= lim
n→+∞

lnβ (n)

n
= 0.

Or la série
∑
n≥1

1
n
est divergente, ainsi d’aprés le Corollaire 2, la série

∑
n≥1

1
lnβ(n)

diverge.

Pour α > 0 et β > 0. En effet

lim
n→+∞

1
nα lnβ(n)

1
nα

= lim
n→+∞

lnβ (n)

n
= 0.

Alors, pour α > 1 la série de Riemann
∑
n≥1

1
nα

converge et et donc d’après le Corollaire 2, la

série de Bertrand
∑
n≥1

1
nα lnβ(n)

converge.
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Pour 0 < α < 1, on a

lim
n→+∞

1
n
1

nα lnβ(n)

= lim
n→+∞

lnβ (n)

n1−α = 0.

Or la série
∑
n≥1

1
n
, est divergente, ainsi d’aprés le Corollaire 2, la série de Bertrand

∑
n≥1

1
nα lnβ(n)

diverge.
Pour α = 1, la fonction f : x 7→ 1

x lnβ(x)
positive, continue et décroissante sur [2,+∞[, et

donc l’intégrale
´ +∞

2
1

x lnβ(x)
dx et la série

∑
n≥1

1
n lnβ(n)

sont de même nature. Or, si β 6= 1, on

+∞ˆ

2

1

x lnβ (x)
dx =

+∞ˆ

ln(2)

ln−β (x) d (ln (x))

= lim
n→+∞

+∞ˆ

ln(2)

ln−β (x) d (ln (x))

=

{
[ln(2)]1−β

β−1
, si β > 1.

+∞, si β < 1.

Si β = 1 la série
∑
n≥1

1
n ln(n)

diverge.

Ainsi, si α = 1, ou α > 1 et β > 1, la série de Bertrand
∑
n≥1

1
nα lnβ(n)

converge.

Pour α > 0 et β = 0, la série de Bertrand
∑
n≥1

1
nα lnβ(n)

devient une série de Riemann
∑
n≥1

1
nα

qui est convergente si et seulement si α > 1.
Pour α > 0 et β < 0. En effet, pour tout ε > 0, on a

lim
n→+∞

1
nα lnβ(n)

1
nα−ε

= lim
n→+∞

1

nε lnβ (n)
= 0.

D’où, comme la série ( série de Riemann)
∑
n≥1

1
nα−ε

est convergente si et seulement si α− ε > 1

(il suffit de prendre par exemple ε = α−1
2

), alors, la série de Bertrand
∑
n≥1

1
nα lnβ(n)

converge.

Si α ≤ 1. On a

lim
n→+∞

1
nα

1
nα lnβ(n)

= lim
n→+∞

lnβ (n) = 0.

Or la série
∑
n≥1

1
n
est divergente ( série de Riemann pour α ≤ 1), ainsi d’aprés le Corollaire 2,

la série de Bertrand
∑
n≥1

1
nα lnβ(n)

diverge.

Comme un résumé des résultats obtenu ci-dessus la série de Bertrand
∑
n≥1

1
nα lnβ(n)

converge

si et seulement si α > 1 ou bien α = 1 et β > 1.



Chapitre 2

Equations différentielles ordinaires

2.1 Préliminaires et vocabulaire
Une équation différentielle est une équation dont l’inconue est une fonction. Cette fonction

est a priori définie sur une partie de R, son domaine de définition, et est a valeurs réelles,
ou complexes. Si on ne précise pas, l’inconnue est une fonction a valeurs reelles et résoudre
l’équation signifie trouver toutes les solutions a valeurs réelles. La fonction inconnue est
en général notée y (parfois f). La variable est habituellement x, ou t. L’équation est une
relation entre la fonction y, plusieurs de ses dérivees, et potentiellement d’autres fonctions.
Un exemple simple

y′′ (x) + y′ (x) = cos (x) .

On ne note pas toujours la variable x dans l’équation différentielle : par exemple, on peut
parfois écrire

y′′ + y′ = cos (x) .

Lorsque l’on résout une équation différentielle, on cherche en general des fonctions définies
sur un intervalle de R le plus grand possible. Il n’existe pas toujours des solutions définies
sur R, pour des raisons diverses, evidentes ou pas. Il y a parfois des raisons plus subtiles qui
peuvent emppêcher l’existence de solutions sur R.

Une fois que l’on s’est fixé un intervalle I ⊂ R, résoudre l’équation sur I c’est trouver
toutes les fonctions y : I → R qui vérifient l’équation. L’ensemble de toutes les solutions
peut-être vide, fini, ou infini, et il est parfois paramètre par plusieurs paramètres réels, ou
complexes. Par exemple, l’ensemble des solutions de l’équation y′′ = 0 est l’ensemble (de
fonction)

{t 7→ λt+ µ, λ ∈ R, µ ∈ R} .
Dans la suite, on va s’intéresser a une liste précise d’équations, que l’on peut résoudre

assez facilement.

Définition 11. Une équation différentielle est une équation étabilssant une relation entre la
variable indépendante x, la fonction inconnue de x, y = f (x) et ses dérivées y, y′, y′′, . . . , y(n).

Symboliquement, une équation différentielle est :

F
(
x, y, y′, y′′, . . . y(n)

)
= 0.

50
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Lorsque y est fonction d’une seule variable x, l’équation différentielle est qualifiée d’ordi-
naire.

Dans ce qui suit, il ne sera question que d’équations différentielles ordinaires. Les équa-
tions différentielles concernant des fonctions de plusieurs variables, sont des équations diffé-
rentielles aux dérivées partielles.

Définition 12. L’ordre d’une équation différentielle correspond à l’ordre le plus élevé des
dérivées contenues dans l’équation.

Définition 13. La solution ou l’intégrale d’une équation différentielle est toute fonction
y = f (x) vérifiant identiquement cette équation.

2.2 Equations différentielles lineaires d’ordre n :
Définition 14. Une équation différentielle d’ordrte n est dite linéaire si y et ses dérivées
sont du premier degré de la forme :

a0y
(n) + a1y

(n−1) + · · ·+ any = f (x) ,

avec a0, a1, · · · , an et f (x) sont des fonctions de x ou des constantes.

Remarque 9. (i) Si f (x) = 0, l’équation est dite homogène (sans second membre). Et inver-
sement si f (x) 6= 0, elle est non homogène.
(ii) En économie dynamique, la variable indépendante est le temps t. On considère ainsi les
équations différentielles de la forme :

F
(
t, y, y′, y′′, . . . y(n)

)
= 0, avec y = f (t) inconnue.

2.2.1 Equation différentielle lineaires d’ordre 1 :

2.2.1.1 Forme de l’équation :

Ce sont des équations différentielles du type : y′ + a (x) y = b (x) , (E), où a et b sont
des fonctions numériques.

Exemple 32. L’équation 3y′ − 4y = 0 est une équation différentielle d’ordre 1 linéaire a
coffecients constants, homogène. On dit aussi sans second membre, au lieu de homogène.

Exemple 33. L’équation y′ − 4xy = 0 est une équation différentielle d’ordre 1 linéaire a
coffecients non constants, homogène.

2.2.1.2 Résolution de l’équation sans second membre

Il y a toujours au moins une solution sur R : En effet, la fonction nulle y = 0 est toujours
solution de (E).
Par ailleure, si y 6= 0, alors

y′ + a (x) y = 0⇔ y′

y
= −a (x)
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⇔
ˆ
dy

y
= −
ˆ
a (x) dx

⇔ ln |y| = −
ˆ
a (x) dx+ k, k ∈ R

⇔ y = Ce−
´
a(x)dx, C ∈ R.

2.2.1.3 Résolution de l’équation avec second membre

(i) Soit y0 est une solution de (E). Pour une fonction y est une solution de (E) il faut
et il suffit qu’il existe une fonction y1 solution de l’équation différentielle homogène telle que
y = y0 + y1.
Si on a trouvé une solution particulière y0 de (E), on obtient directement la solution générale
de (E) en ajoutant à y0, la solution générale de l’équation différentielle homogène.

(ii) Méthode de variation de la constante : On cherche à résoudre l’équation dif-
férentielle y′ + a (x) y = b (x) (E), Si y est une solution de l’équation différentielle homo-
gène y′ + a (x) y = 0 alors, la méthode de variation de la constante consiste à rechercher
une solution particulière de l’équation différentielle avec second membre (E) sous la forme
x 7→ C (x) y (x).

Exemple 34. On désire résoudre

y′ + y = 2 + 2x (E) .

On commence par résoudre l’équation différentielle homogène associée

y′ + y = 0.

Cette équation a pour solution générale

y = Ce−x, C ∈ R.

On utilise la méthode de variation de la constante : On recherche les solution de l’équation
(E) de la forme

y = C (x) e−x,

où C est une fonction de x, dérivable, inconnue.
En dérive y, on a

y′ = C ′ (x) e−x − C (x) e−x,

et en reportant y et y′ dans léquation (E), on obtient

C ′ (x) e−x − C (x) e−x + C (x) e−x = 2 + 2x,

d’où
C ′ (x) e−x = 2 + 2x,

on intègre par parties, on trouve

C (x) = 2x+ ex + k, k ∈ R.



2.2. Equations différentielles lineaires d’ordre n : 53

Finalement, l’ensemble des solutions de l’équation différentielle (E)( la solution générale de
(E)) est

y = C (x) e−x = (2x+ k) e−x, k ∈ R.

Exemple 35. On désire résoudre

y′ + 4y = e−4x sin (3x) , (E) .

On commence par résoudre l’équation différentielle homogène associée

y′ + 4y = 0.

Cette équation a pour solution générale

y = Ce−4x, C ∈ R.

On utilise la méthode de variation de la constante : On recherche les solution de l’équation
(E) de la forme

y = C (x) e−4x,

où C est une fonction de x, dérivable, inconnue.
En dérive y, on a

y′ = C ′ (x) e−4x − 4C (x) e−4x,

et en reportant y et y′ dans léquation (E), on obtient

C ′ (x) e−4x − 4C (x) e−x + 4C (x) e−4x = e−4x sin (3x) ,

d’où
C ′ (x) = sin (3x) ,

on intègre par parties, on trouve

C (x) = −1

3
cos (3x) + k, k ∈ R.

Finalement, l’ensemble des solutions de l’équation différentielle (E)( la solution générale de
(E)) est

y = C (x) e−4x =

(
k −−1

3
cos (3x)

)
e−4x, k ∈ R.

2.2.1.4 Quelques types d’équations différentielles du premier ordre :

1) Equations différentielles à variables séparées :

Définition 15. Soient J ⊂ R, K ⊂ R, f : I → R et g : K → R deux fonctions continues.
Une équation différentielle est dite à variables séparées si elle est du type

y′ =
f (x)

g (x)
, (E) .
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Méthode de résolution : Pour résoudre l’équation (E), on peut séparer deux termes l’un
dépendant de y seule et l’autre dépendant de x seule. En effet,

(E)⇔ g (y) y′ = f (x) ,

où g (y) ne dépend que de y et f (x) ne dépend que de x, peut être écrite sous la forme :

g (y) y′ = f (x)⇒ g (y)
dy

dx
= f (x)

⇒ g (y) dy = f (x) dx.

Dans cette dérnière écriture, les deux variables y et x sont séparées. La solution est :
ˆ
g (y) dy =

ˆ
f (x) dx+ C, C ∈ R.

Exemple 36. Soit l’équation différentielle y′ = x, (E). On sépare les variables, on a

y′ = x⇒ dy

dx
= x

⇒ dy = dx

⇒
ˆ
dy =

ˆ
xdx.

⇒ y =
1

2
x+ c, c ∈ R.

Donc, la solution générale de (E) est 1
2
x+ c, c ∈ R. Sont la famille des droites d’équation

y = 1
2
x+ c, c ∈ R.

Exemple 37. Soit l’équation différentielle xy′ = y, (E). On sépare les variables, on a

y′

y
=

1

x
⇒ dy

y
=
dx

x

⇒ ln |y| = ln |x|+ c

⇒ y = kx, k ∈ R.

Donc, la solution générale de (E) est y = kx, k ∈ R. Sont la famille des droites d’équation
y = kx, k ∈ R.

Exemple 38. Soit l’équation différentielle y′ = y + 2, (E). On sépare les variables, on a

y′

y + 2
= 1⇒ dy

y
= dx

⇒ ln |y + 2| = x+ c

⇒ y = kex − 2, k ∈ R.

Donc, la solution générale de (E) est y = kex − 2, k ∈ R. Sont la famille des courbes
d’équation y = kex − 2, k ∈ R.
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2) Equation différentielle exacte :

Définition 16. Une équation différentielle de la forme f (x, y)+y′g (x, y) = 0 ou de la forme
équivalente : f (x, y)+ dy

dx
g (x, y) = 0 est dite exacte s’il existe une fonction u (x, y) telle que :

du = uxdx+ uydy = f (x, y) dx+ g (x, y) dy.

Cette équation différentielle est donc exacte si elle est la différentielle totale de quelque
fonction, d’où du = 0. Sa solution est u = C, C ∈ R.

Exemple 39. On désire résoudre(
2xy + 3y2

)
dx+

(
x2 + 6xy − 3y2

)
dy = 0.

C’est une équation différentielle exacte, on pose

f (x, y) = 2xy + 3y2, et g (x, y) = x2 + 6xy − 3y2.

D’où
∂f (x, y)

∂y
= 2x+ 6y, et

∂g (x, y)

∂x
= 2x+ 6y.

Ce qui montre que la partie gauche est une différentielle totale d’une fonction u (x, y). Pour
cette fonction, on a{

∂u(x,y)
∂x

= 2xy + 3y2

∂u(x,y)
∂y

= x2 + 6xy − 3y2
⇒

{
u (x, y) = x2y + 3xy2 + ϕ (y)

∂u(x,y)
∂y

= x2 + 6xy − 3y2

⇒

{
u (x, y) = x2y + 3xy2 + ϕ (y)

∂u(x,y)
∂y

= x2 + 6xy + ϕ′ (y) = x2 + 6xy − 3y2

⇒

{
u (x, y) = x2y + 3xy2 + ϕ (y)

ϕ′ (y) = −3y2

⇒ u (x, y) = x2y + 3xy2 − y3 + λ, λ ∈ R.

Donc, la solution de l’équation est

x2y + 3xy2 − y3 = C, C ∈ R.

Exemple 40. On désire résoudre(
3y2 + 2xy + 2x

)
dx+

(
6xy + x2 + 3

)
dy = 0.

C’estbune équation différentielle exacte, on pose

f (x, y) = 3y2 + 2xy + 2x, et g (x, y) = 6xy + x2 + 3.

D’où
∂f (x, y)

∂y
= 2x+ 6y, et

∂g (x, y)

∂x
= 2x+ 6y.
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Ce qui montre que la partie gauche est une différentielle totale d’une fonction u (x, y). Pour
cette fonction, on a{

∂u(x,y)
∂x

= 2xy + 3y2 + 2x
∂u(x,y)
∂y

= x2 + 6xy + 3
⇒

{
u (x, y) = x2y + 3xy2 + x2 + ϕ (y)

∂u(x,y)
∂y

= x2 + 6xy + 3

⇒

{
u (x, y) = x2y + 3xy2 + ϕ (y)

∂u(x,y)
∂y

= x2 + 6xy + ϕ′ (y) = x2 + 6xy + 3

⇒

{
u (x, y) = x2y + 3xy2 + ϕ (y)

ϕ′ (y) = 3

⇒ u (x, y) = x2y + 3xy2 + x2 + 3y + λ, λ ∈ R.

Donc, la solution de l’équation est

x2y + 3xy2 + x2 + 3y = C, C ∈ R.

3) Equations différentielles homogènes en x et y : Ce sont des équations différentielles
du type : y′ = f

(
y
x

)
, (E), où f : I → R est une fonction continue.

Méthode de résolution : Pour résoudre l’équation (E), on introduit la fonction auxiliaire
x 7→ t = y

x
et on a

y′ = t′x+ t.

On repporte y et y′ dans (E), on obtient

t′ =
f (t)− t

x
⇔ t′

f (t)− t
=

1

x
, (E ′)

(E ′) est une équation différentielle à variables séparées.

Exemple 41. Soit l’équation différentielle x2y′ = xy − y2, (E). On a

(E)⇔ y′ =
y

c
−
(y
x

)2

.

On pose
t =

y

x
⇒ y′ = t′x+ t.

On repporte y et y′ dans (E), on obtient

t′x = t2 ⇔ t′

t2
=

1

x
, x 6= 0, t 6= 0, (E ′) .

(E ′) est une équation différentielle à variables séparées. On sépare les variables

(E ′)⇔ dt

t2
=
dx

x
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⇒
ˆ
dt

t2
=

ˆ
1

x
dx

⇒ −1

t
= ln |x|+ c

⇒ t = − 1

ln |kx|
, k ∈ R.

Donc, la solution générale de (E) est y = tx = − x
ln|kx| , k ∈ R.

Exemple 42. Soit l’équation différentielle y′ = e
y
x + y

x
, (E). On pose

t =
y

x
⇒ y′ = t′x+ t.

On repporte y et y′ dans (E), on obtient

t′x+ t = et + t⇔ t′x = et, (E ′) .

(E ′) est une équation différentielle à variables séparées. On sépare les variables

(E ′)⇔ dt

et
=
dx

x

⇒
ˆ
e−tdt =

ˆ
1

x
dx

⇒ −e−t = ln |x|+ c

⇒ e−t = ln
1

|kx|

⇒ t = − ln

(
ln

1

|kx|

)
, k ∈ R.

Donc, la solution générale de (E) est y = tx = −x ln
(

ln 1
|kx|

)
, k ∈ R.

3) Equation de Bernoulli (découverte et résolue par Jacques Bernoulli (1759 –
1789)). Soient a : I → R et b : I → R deux fonctions continues dans I ⊂ R.

Définition 17. L’équation différentielle y′ + a (x) y = b (x) ym, m ∈ R − {0, 1} est dite de
Bernoulli.

Méthode de résolution : On pose z (x) = y1−m (x), d’où z′ (x) = (1−m) y′ (x) y−m (x).
En divisant l’équation de Bernoulli par ym, on obtient :

y′

ym
+ a (x)

y

ym
= b (x)⇔ 1

m− 1
z′ + a (x) z = b (x) ,

qui une équation linéaire de premier ordre non homogène. On la résout par la méthode de
la variation de la constante.
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Exemple 43. On va résoudre l’équation différentielle y′ + 1
1+x

y = − (1 + x) y4.

On pose z (x) = 1
y3(x)

. En considérant y > 0. On obtient

−1

3
z′ +

1

1 + x
z = − (1 + x) .

Cette équation de premier ordre linéaire non homogène admet la solution générale suivante :

z = c (1 + x)3 − 3 (1 + x)2 , c ∈ R.

Comme z (x) = 1
y3(x)

, alors

y (x) = 3

√
1

z (x)
=

1

3

√
c (1 + x)3 − 3 (1 + x)2

, c ∈ R.

Exemple 44. On va résoudre l’équation différentielle y′ + xy = x3y3, (E) .

On pose z (x) = 1
y2(x)

. Cela donne

z′ = −2y−3y′ ⇒ y3y′ = −1

2
z′.

Remplaçons y par z dans l’équation ci-dessus (E). On obtient

−1

2
z′ + xz = x3.

Cette équation de premier ordre linéaire non homogène admet la solution générale suivante :

z = x2 + 1 + cex
2

, c ∈ R.

Comme z = 1
y2
, alors

y =
1√
z

=
1√

x2 + 1 + cex2
, c ∈ R.

4) Equation différentielle de Riccati

Définition 18. L’équation différentielle de Riccati est une équation de la forme :

y′ + a (x) y = b (x) y2.

Méthode de résolution : Il faut connaitre une solution particulière φ de l’équation de
Riccati. On pose :

z (x) = y (x)− φ (x) .

Comme y et φ sont solutions de l’équation, on a

[z + φ]′ + a (x) [z + φ] = b (x) [z + φ]⇒ z′ + [a (x) + b (x)φ (x)] z = b (x) z2.

Cette dernière est une équation de Bernoulli que nous savons résoudre.
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Exemple 45. On va résoudre l’équation différentielle suivante

xy′ + 3y = x2y2 (E) .

Cette équation est de Bernoulli avec m = 2. Divison les deux membres par y2, on obtient

xy′

y2
+ 3

y

y2
= x2.

Posons
z =

1

y
⇒ z′ = − y

′

y2
.

On obtient en z l’équation
−xz′ + 3z = x2.

C’est une équation déffirentielle du premier ordre linéaire dont la solution est

z = (1 + kx)x2, k ∈ R.

Donc, la solution général de l’équation (E) est

y =
1

(1 + kx)x2
, k ∈ R.

Exemple 46. On va résoudre l’équation différentielle suivante

2xy′ − y = −y3 sin (x) (E) .

Cette équation est de Bernoulli avec m = 3. Divison les deux membres par y3, on obtient

2
xy′

y3
− y

y3
= − sin (x) .

Posons
z =

1

y2
⇒ z′ = −2y′

y3
.

On obtient en z l’équation

−xz′ + 1

2
z = − sin (x) .

C’est une équation déffirentielle du premier ordre linéaire dont la solution est

z =
k − cos (x)

x
, k ∈ R.

Donc, la solution général de l’équation (E) est

y =
1

(1 + kx)x2
, k ∈ R.
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2.2.2 Exercices corrigés

Exercice 7. Donner l’ensemble des solutions des équations différentielles suivantes :

1) y′ − 4y = 3, x ∈ R.
2) y′ − 4y = 2ex, x ∈ R.
3) y′ − y tan (x) = sin (x) , x ∈

]
−π

2
, π

2

[
.

4) y′ = y
x

+ x, x ∈ R∗+.
5) (1 + x2) y′ − xy = 0, x ∈ R.
6) (1 + x) y′ + xy = −1, y (0) = 2, x > −1.
7) xy′ − (1− x tan (x)) y = x2 cos (x).
8) (x2 − 1) y′ − xy = −, x ∈ R.

Solution : 1) y′ − 4y = 3, x ∈ R.
a) La résolution de l’équation homogène est y′ − 4y = 0. On a

y′ − 4y = 0⇔ y′ = 4y

⇔ y′

y
= 4

⇔
ˆ
y′

y
=

ˆ
4dx

⇔
ˆ
dy

y
=

ˆ
4dx

⇔ ln (y) + c0 = 4x, c0 ∈ R

⇔ ln (y) + ln (c1) = 4x, c0 = ln (c1)

⇔ ln (c1y) = 4x

⇔ y = Ce4x, C =
1

c1

∈ R.

La solution générale de l’équation homogène est

y = Ce4x.

b) On cherche une solution particulière (singulière) y0 vérifie l’équation y′ − 4y = 3. Cette
solution s’écrit

y0 = g (x) e4x.

On a
y′0 = g′ (x) e4x + 4g (x) e4x.

D’où

g′ (x) e4x + 4g (x) e4x − 4g (x) e4x = 3⇒ g′ (x) e4x = 3

⇒ g′ (x) = 3e−4x
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⇒
ˆ
g′ (x) dx = 3

ˆ
e−4xdx

⇒
ˆ
g′ (x) dx = −3

4

ˆ
−4e−4xdx

⇒ g (x) = −3

4
e−4x

⇒ g (x) = −3

4
e−4xe4x = −3

4
.

Donc, la solution générale s’écrit sous la forme suivante :

y = Ce4x − 3

4
, ou C ∈ R.

2) y′ − 4y = 2ex.
a) La solution de l’équation homogène y′ − 4y = 0 est

y = Ce4x.

b) On cherche une solution particulière y0 vérifie l’équation y′0 − 4y0 = 2ex. Cette solution
s’écrit

y0 = g (x) e4x.

On a
y′0 = g′ (x) e4x + 4g (x) e4x.

D’où

g′ (x) e4x + 4g (x) e4x − 4g (x) e4x = 2ex ⇒ g′ (x) e4x = 2ex

⇒ g′ (x) = 2e−3x

⇒
ˆ
g′ (x) dx = 2

ˆ
e−3xdx

⇒
ˆ
g′ (x) dx = −3

3

ˆ
−3e−3xdx

⇒ g (x) = −e−3x

Donc, la solution général s’écrit sous la forme suivante :

y = Ce4x − e−3x.

3) y′ − y tan (x) = sin (x) , x ∈
]
−π

2
, π

2

[
.

a) La solution de l’équation homogène y′ − y tan (x) = 0 est

y = Ce− ln[cos(x)] =
C

cos (x)
, ∀x ∈

]
−π

2
,
π

2

[
, cos (x) > 0.

b) On cherche une solution particulière y0 vérifie l’équation y′0 − y0 tan (x) = sin (x). Cette
solution s’écrit

y0 =
g (x)

cos (x)
.
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On a
y′0 =

g′ (x)

cos (x)
+
g (x) sin (x)

cos2 (x)
.

D’où

g′ (x)

cos (x)
+
g (x) sin (x)

cos2 (x)
− g (x)

cos (x)
tan (x) = sin (x)⇒ g (x) = cos (x) sin (x)

⇒ g (x) =
1

2
sin2 (x) .

Donc,

y0 =
sin2 (x)

2 cos (x)
.

Par suite, la solution générale est :

y =
C

cos (x)
+

sin2 (x)

2 cos (x)
=
C1 + sin2 (x)

2 cos (x)
, ou C1 = 2C ∈ R.

4) y′ = y
x

+ x, x ∈ R∗+.
a) La solution de l’équation homogène y′ − y

x
= 0 est

y = Celn(x) = Cx, ∀x ∈ R∗+.

b) On cherche une solution particulière y0 vérifie l’équation y′ = y
x

+ x, x ∈ R∗+. Cette
solution s’écrit

y0 = xg (x) = x2.

Par suite, la solution générale est :

y = Cx+ x2, ou C ∈ R.

5) (1 + x2) y′ − xy = 0, x ∈ R.
a) La solution de l’équation homogène (1 + x2) y′ − xy = 0 est

y = Ce
1
2

ln(1+x2) = C
√

1 + x2, ∀x ∈ R∗+.

6) (1 + x) y′ + xy = −1, y (0) = 2, x > −1.
a) La solution de l’équation homogène (1 + x) y′ + xy = 0 est

y =
Cex

1 + x
.

b) On cherche une solution particulière y0 vérifie l’équation (1 + x) y′ + xy = −1. Cette
solution s’écrit

y0 =
g (x) ex

1 + x
=
e−xex

1 + x
=

1

1 + x
.

Par suite, la solution générale est :

y =
1 + Cex

1 + x
.
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c) Par la condition initiale y (0) = 2, on va déterminer la constante réel C. On a

y (0) = 2⇒ 1 + Ce0

1 + 0
= 2

⇒ C = 1.

Donc, la solution générale est :

y =
1 + ex

1 + x
.

7) On désire résoudre

xy′ − (1− x tan (x)) y = x2 cos (x) , (E)

.
On commence par résoudre l’équation différentielle homogène associée

xy′ − (1− x tan (x)) y = 0.

Cette équation a pour solution générale

y = C |x cos (x)| , C ∈ R.

On utilise la méthode de variation de la constante : On recherche les solution de l’équation
(E) de la forme

y = C (x) |x cos (x)| ,

où C est une fonction de x, dérivable, inconnue.
En reportant y et y′ dans léquation (E), on obtient

C ′ (x) =
x cos (x)

|x cos (x)|
= ε,

où ε = 1 ou ε = −1.
On a ε = 1, si 

x ∈
]
−2kπ − 3π

2
,−2kπ − π

2

[
, k ∈ N,

ou

x ∈
]
0, π

2

[
.

On a ε = −1, si 
x ∈

]
2kπ + π

2
, 2kπ + 5π

2

[
, k ∈ N,

ou

x ∈
]
−π

2
, 0
[
.

on intègre, on trouve
C (x) = εx+ r, r ∈ R.

Finalement, l’ensemble des solutions de l’équation différentielle (E)( la solution générale de
(E)) est

y = (r + εx) |x cos (x)| , r ∈ R.
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8) On désire résoudre (
x2 − 1

)
y′ − xy = −1, (E)

.
On commence par résoudre l’équation différentielle homogène associée à (E),(

x2 − 1
)
y′ − xy = 0.

Cette équation a pour solution générale

y =
C√
|x2 − 1|

, C ∈ R.

Cela, veut dire qu’on a

y =

{
C√
x2−1

, si |x| > 1,
C√

1−x2 , si |x| > 1,

ou encore
y =

C√
ε (x2 − 1)

, et ε = 1, si |x| > 1 ou ε = −1 |x| < 1.

On utilise la méthode de variation de la constante : On recherche les solution de l’équation
(E) de la forme

y =
C (x)√
|x2 − 1|

,

où C est une fonction de x, dérivable, inconnue.
En reportant y et y′ dans léquation (E), on obtient

(x2 − 1)C ′ (x)√
ε (x2 − 1)

= −1⇒ C ′ (x) =

√
ε (x2 − 1)

x2 − 1
,

où ε = 1 ou ε = −1.
On en déduit que

C (x) =

{
argch (x) + r, si |x| > 1,

arcsin (x) + r, si |x| > 1,

où r ∈ R.
Finalement, l’ensemble des solutions de l’équation différentielle (E)( la solution générale de
(E)) est

y =

{
r+argch(x)√

x2−1
+ r, si |x| > 1,

r+arcsin(x)√
1−x2 + r, si |x| > 1,

où r ∈ R.

Exercice 8. On considère l’équation différentielle

|x| y′ + (x− 1) y = x3.

1) Donner l’ensemble des solutions de l’équation précédente pour x ∈ ]0,+∞[.
2) Donner l’ensemble des solutions de l’équation précédente pour x ∈ ]−∞, 0[.
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Solution : Pour x ∈ ]0,+∞[ l’équation est

xy′ + (x− 1) y = x3 ⇔ y′ +
x− 1

x
y = x2, (E) .

a) L’équation homogéne est

y′ +
x− 1

x
y = 0.

D’où, la solution générale de l’équation homogène associée à (E) est

y = Cxe−x.

b) Une solution particulière est

y0 = g (x) e−(x−ln(x)),

avec g primitive de
f (x) = xex.

D’où
g (x) = (x− 1) e−x.

Donc
y0 = g (x) e−(x−ln(x)) = x (x− 1) .

Par suite, la solution générale est

y = Cxe−x + y0 = Cxe−x + x (x− 1) , x ∈ ]0,+∞[ .

2) D’une manière similaire, on trouve la solution générale dans le deuxième cas

y =
−Ke−x + x3 + 3x2 + 6x+ 6

x
, x ∈ ]−∞, 0[ .

Exercice 9. Résoudre les équations différentielles suivantes :
1) y′ = y

(
1− 1

x2

)
.

2) y′ = y cos (x).
3) (x2 + 1) y′ = xy.
4) y′ = x (y2 + 4).

Solution : 1) y′ = y
(
1− 1

x2

)
, (E). On sépare les variables, on a

y′

y
= 1− 1

x2
⇒ dy

y
=

(
1− 1

x2

)
dx

⇒
ˆ
dy

y
=

ˆ (
1− 1

x2

)
dx

⇒ ln |y| = x+
1

x
+ c
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⇒ y = kex+ 1
x , k ∈ R.

Donc, la solution générale de (E) est y = kex+ 1
x , k ∈ R. Sont la famille des courbes

d’équation y = kex+ 1
x , k ∈ R.

2) y′ = y cos (x) , (E). On sépare les variables, on a

y′

y
= cos (x)⇒ dy

y
= cos (x) dx

⇒
ˆ
dy

y
=

ˆ
cos (x) dx

⇒ ln |y| = sin (x) + c

⇒ y = kesin(x), k ∈ R.

Donc, la solution générale de (E) est y = kesin(x), k ∈ R. Sont la famille des courbes
d’équation y = kesin(x), k ∈ R.
3) (x2 + 1) y′ = xy, (E). On sépare les variables, on a

y′

y
=

x

x2 + 1
⇒ dy

y
=

x

x2 + 1
dx

⇒
ˆ
dy

y
=

ˆ
x

x2 + 1
dx

⇒ ln |y| = 1

2
ln
(
x2 + 1

)
+ c

⇒ y = k
√
x2 + 1, k ∈ R.

Donc, la solution générale de (E) est y = k
√
x2 + 1, k ∈ R. Sont la famille des courbes

d’équation y = k
√
x2 + 1, k ∈ R.

4) y′ = x (y2 + 4) , (E). On sépare les variables, on a

y′

y2 + 4
= x⇒ dy

y2 + 4
= xdx

⇒
ˆ

dy

y2 + 4
=

ˆ
xdx

⇒ arctan (y) =
1

2
x2 + c

⇒ y = tan
(
kx2
)
, k ∈ R.

Donc, la solution générale de (E) est y = tan (kx2) , k ∈ R. Sont la famille des courbes
d’équation y = tan (kx2) , k ∈ R.

Exercice 10. Donner l’ensemble des solutions des équations différentielles suivantes :

1) (4x− y) y′ = 2x+ y.
2) xy′ = y + x cos2

(
y
x

)
.

3) (xy′ − y)2 = y2 + 4x2.
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Solution : 1) (4x− y) y′ = 2x+ y, (E). On a

(E)⇔ y′ =
2 + y

x

4− y
x

On pose
t =

y

x
⇒ y′ = t′x+ t.

On repporte y et y′ dans (E), on obtient

t′x+ t =
2 + t

4− t
⇔ t

t2 − 3t+ 2
=

1

x
, t2 − 3t+ 2 6= 0, x 6= 0, (E ′) .

(E ′) est une équation différentielle à variables séparées. On sépare les variables

(E ′)⇔ (4− t) dt
t2 − 3t+ 2

=
dx

x

⇒
ˆ

4− t
t2 − 3t+ 2

dt =

ˆ
1

x
dx

⇒ ln
(t− 2)2

|t− 1|3
= ln |x|+ c

⇒ (t− 2)2

(t− 1)3 = kx, k ∈ R.

Donc, la solution générale de (E) est y = tx⇔ (y − 2x)2 = K (y − x)3 , K ∈ R∗.
2) xy′ = y + x cos2

(
y
x

)
, (E). On a

(E)⇔ y′ =
y

x
+ cos2

(y
x

)
.

On pose
t =

y

x
⇒ y′ = t′x+ t.

On repporte y et y′ dans (E), on obtient

t′x+ t = t+ cos2 (t)⇔ t′x = cos2 (t) , (E ′) .

(E ′) est une équation différentielle à variables séparées. On sépare les variables

(E ′)⇔ dt

cos2 (t)
=
dx

x

⇒
ˆ

1

cos2 (t)
dt =

ˆ
1

x
dx

⇒ tan (t) = ln |x|+ c

⇒ t = arctan (ln |kx|) , k ∈ R.

Donc, la solution générale de (E) est y = tx = x arctan (ln |kx|) , K ∈ R∗.
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3) (xy′ − y)2 = y2 + 4x2, (E). On a

(E)⇔
(
y′ − y

x

)2

=
(y
x

)2

+ 4, x 6= 0.

⇔

 y′ − y
x

=
√(

y
x

)2
+ 4,

y′ − y
x

= −
√(

y
x

)2
+ 4.

.

On pose
t =

y

x
⇒ y′ = t′x+ t.

On repporte y et y′ dans (E), on obtient{
t′ =
√
t2 + 4,

t′ = −
√
t2 + 4.

(E ′)

(E ′) est un système des équations différentielles à variables séparées. On sépare les variables

(E ′)⇔

{
dt√
t2+4

= dx
x
,

dt√
t2+4

= −dx
x
.

⇒

{ ´
dt√
t2+4

=
´

dx
x
,´

dt√
t2+4

= −
´

dx
x
.

⇒

{
argsh

(
t
2

)
= ln |kx| ,

argsh
(
t
2

)
= − ln |kx| .

⇒

{
t = 2sh (ln |kx|) ,

t = 2sh
(

ln
(

1
|kx|

))
.

, k ∈ R.

Donc, la solution générale de (E) est

y = tx = 2xsh (ln |kx|) , k ∈ R,

ou
y = tx = 2xsh

(
ln

(
1

|kx|

))
, k ∈ R.

Exercice 11. Résoudre les équations différentielles de Bernoulli suivantes :
1) y′ − y = 2e−x

√
y.

2) (x3 + 1) y′ − 3x2y − xy3 = 0.
3) y′ + 1

x
y = y2

x
.
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Solution : 1) y′ − y = 2e−x
√
y, (E).

On effectue le changement de variable

z =
1

y
1
2
−1

=
√
y ⇒ z′ =

y′

2
√
y
.

On a
(E)⇔ y′

2
√
y
− y

2
√
y

= e−x.

D’où
z′ − 1

2
z = e−x, (E∗) .

(E∗) est une équation différentielle linéaire du premier ordre et l’équation sans seconde
membre associée à (E∗) est

z′ − 1

2
z = 0, (E∗0) .

On sépare les variables

dz

z
=

1

2
dx⇒

ˆ
dz

z
=

1

2

ˆ
dx

⇒ ln |z| = 1

2
x+ c, c ∈ R

⇒ z = ke
1
2
x, k ∈ R.

On utilise la méthode de variation de la constante

z (x) = k (x) e
1
2
x ⇒ z′ (x) = k′ (x) e

1
2
x +

1

2
k (x) e

1
2
x.

On repporte dans (E∗), on obtient

k′ (x) = e−
3
2
x ⇒
ˆ
k′ (x) dx =

ˆ
e−

3
2
xdx

⇒ k (x) = −2

3
e−

3
2
x + λ, λ ∈ R.

Ainsi
z = −2

3
e−x − 2λ

3
e−

3
2
x, λ ∈ R.

Par suite, la solution générale de (E) est

y = z2 =

(
−2

3
e−x − 2λ

3
e−

3
2
x

)2

, λ ∈ R.

2) (x3 + 1) y′ − 3x2y − xy3 = 0, (E). On a

(E)⇔ y′ − 3x2

1 + x3
y = − x

1 + x3
y3
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⇔ y′

y3
− 3x2

1 + x3

y

y3
= − x

1 + x3
.

On effectue le changement de variable

z =
1

y2
⇒ z′ = −2y′

y3
.

On a
(E)⇔ −1

2
z′ − 3x2

1 + x3
z = − x

1 + x3

⇔ z′ + 2
3x2

1 + x3
z =

2x

1 + x3
, (E∗) .

(E∗) est une équation différentielle linéaire du premier ordre et l’équation sans seconde
membre associée à (E∗) est

z′ + 2
3x2

1 + x3
z = 0, (E∗0) .

On sépare les variables

dz

z
= −2

3x2

1 + x3
dx⇒

ˆ
dz

z
= −2

ˆ
3x2

1 + x3
dx

⇒ ln |z| = −2 ln
∣∣1 + x3

∣∣+ c, c ∈ R

⇒ z =
c

(1 + x3)2 , c ∈ R.

On utilise la méthode de variation de la constante

z (x) =
c (x)

(1 + x3)2 ⇒ z′ (x) =
c′ (x) (1 + x3)

2 − 2 (1 + x3) (3x2) c (x)

(1 + x3)4 .

On repporte dans (E∗), on obtient

c′ (x) (1 + x3)
2

(1 + x3)4 =
−2x

1 + x3
⇒ c′ (x) = −2x

(
1 + x3

)
⇒ c (x) =

ˆ
−2x

(
1 + x3

)
dx

⇒ c (x) = −x2 − 2

5
x5 + k, k ∈ R.

Ainsi

z =
−x2 − 2

5
x5 + k

(1 + x3)2 , k ∈ R.

Par suite, la solution générale de (E) est

y2 =
1

z
=

(1 + x3)
2

−x2 − 2
5
x5 + k

, k ∈ R.
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3) y′ + 1
x
y = y2

x
, (E).

On effectue le changement de variable

z =
1

y
⇒ z′ = − y

′

y2
.

On a
(E)⇔ z′ +

1

x
z =

1

x
, (E∗) .

(E∗) est une équation différentielle linéaire du premier ordre et l’équation sans seconde
membre associée à (E∗) est

z′ +
1

x
z = 0, (E∗0) .

On sépare les variables

dz

z
=

1

x
dx⇒

ˆ
dz

z
= −
ˆ

1

x
dx

⇒ ln |z| = − ln |x|+ c, c ∈ R

⇒ z =
c

x
, c ∈ R.

On utilise la méthode de variation de la constante

z (x) =
c (x)

x
⇒ z′ (x) =

xc′ (x)− c (x)

x2
.

On repporte dans (E∗), on obtient

c′ (x) = 1⇒ c (x) = x+ k, k ∈ R.

Ainsi
z =

x+ k

x
, k ∈ R.

Par suite, la solution générale de (E) est

y =
1

z
=

x

x+ k
, k ∈ R.

Exercice 12. Résoudre les équations différentielles de Reccati suivantes :
1) (x3 − 1) y′ − y2 − xy + 2x, yp = x2.
2) x2y′ − xy − x2y2 = 1, yp = 1

x
.

3) xy′ − (2x+ 1) y + y2 = x2, yp = x.
4) 2y′ + y2 − 3

x2
= 0, yp = − 1

x
.
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Solution : 1) (x3 − 1) y′ − y2 − xy + 2x, (E). On pose

z + x2 = y ⇒ y′ = z′ + 2x.

On repporte dans (E), on obtient

z′ + 2x =
1

x3 − 1
z2 +

(
2x2

x3 − 1
+

x2

x3 − 1

)
z,

ou encore
z′ − 1

x3 − 1
z =

1

x3 − 1
z2, (Eb) ,

(Eb) est une équation différentielle de Bernoulli. On effectue le changement de variable

t = z1−2 =
1

z
⇒ t′ = − z

′

z2
.

On a
(Eb)⇔ t′ +

3x2

x3 − 1
t = − 1

x3 − 1
, (E∗) .

(E∗) est une équation différentielle linéaire du premier ordre et l’équation sans seconde
membre associée à (E∗) est

t′ +
3x2

x3 − 1
t = 0, (E∗0) .

On sépare les variables

dt

t
= − 3x2

x3 − 1
dx⇒

ˆ
dt

t
= −
ˆ

3x2

x3 − 1
dx

⇒ ln |t| = − ln
∣∣x3 − 1

∣∣+ c, c ∈ R

⇒ t =
k

x3 − 1
, k ∈ R.

Pour résoudre (E∗), on utilise la méthode de la variation des constantes, on obtient

k (x) = −x+ λ, λ ∈ R.

D’où
t =
−x+ λ

x3 − 1
, λ ∈ R.

Donc, la solution générale de (E) (on remplace z par 1
t
) est

y = z + x2 =
x3 − 1

x+ λ
+ x2, λ ∈ R.

2) x2y′ − xy − x2y2 = 1, (E) yp = 1
x
.

On a
(E)⇔ y′ = −y2 − 1

x
y +

1

x2
. (E ′) .
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On pose

z +
1

x
= y ⇒ y′ = z′ − 1

x2
.

On repporte dans (E ′), on obtient

z′ − 1

x2
=

(
z +

1

x

)2

− 1

x

(
z +

1

x

)
+

1

x2
,

ou encore
z′ − 3

x
z = −z2, (Eb) ,

(Eb) est une équation différentielle de Bernoulli. On effectue le changement de variable

t = z1−2 =
1

z
⇒ t′ = − z

′

z2
.

On a
(Eb)⇔ −t′ +

3

x
t = −1, (E∗) .

(E∗) est une équation différentielle linéaire du premier ordre et l’équation sans seconde
membre associée à (E∗) est

−t′ + 3

x
t = 0, (E∗0) .

On sépare les variables

dt

t
=

3

x
dx⇒

ˆ
dt

t
= 3

ˆ
1

x
dx

⇒ ln |t| = 3 ln |x|+ c, c ∈ R

⇒ t = kx3, k ∈ R.

Pour résoudre (E∗), on utilise la méthode de la variation des constantes, on obtient

k (x) = − 1

x2
+ λ, λ ∈ R.

D’où
t =

(
− 1

x2
+ λ

)
x3, λ ∈ R.

Donc, la solution générale de (E) (on remplace z par 1
t
) est

y = z +
1

x
=

1

−x+ λx3
+

1

x
, λ ∈ R.

3) xy′ − (2x+ 1) y + y2 = x2, (E) , yp = x.
On a

(E)⇔ y′ = − 1

x2
y2 +

2x+ 1

x
y − x, (E ′) .

On pose
z + x = y ⇒ y′ = z′ + 1.
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On repporte dans (E ′), on obtient

z′ − 1

x
z = −1

x
z2, (Eb) ,

(Eb) est une équation différentielle de Bernoulli. On effectue le changement de variable

t = z1−2 =
1

z
⇒ t′ = − z

′

z2
.

On a
(Eb)⇔ −t′ −

1

x
t = −1

x
, (E∗) .

(E∗) est une équation différentielle linéaire du premier ordre et l’équation sans seconde
membre associée à (E∗) est

t′ +
1

x
t = 0, (E∗0) .

On sépare les variables

dt

t
= −1

x
dx⇒

ˆ
dt

t
= −
ˆ

1

x
dx

⇒ ln |t| = − ln |x|+ c, c ∈ R

⇒ t =
k

x
, k ∈ R.

Pour résoudre (E∗), on utilise la méthode de la variation des constantes, on obtient

k (x) = −1

x
+ λ, λ ∈ R.

D’où

t =
− 1
x

+ λ

x
, λ ∈ R.

Donc, la solution générale de (E) (on remplace z par 1
t
) est

y = z + x =
−x2

−1 + λx
+ x, λ ∈ R.

4) 2y′ + y2 − 3
x2

= 0, (E) , yp = − 1
x
.

On a
(E)⇔ y′ = −1

2
y2 +

3

x2
, (E ′) .

On pose

z − 1

x
= y ⇒ y′ = z′ +

1

x2
.

On repporte dans (E ′), on obtient

z′ +
1

x
z = −1

2
z2, (Eb) ,
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(Eb) est une équation différentielle de Bernoulli. On effectue le changement de variable

t = z1−2 =
1

z
⇒ t′ = − z

′

z2
.

On a
(Eb)⇔ −t′ +

1

x
t = −1

2
, (E∗) .

(E∗) est une équation différentielle linéaire du premier ordre et l’équation sans seconde
membre associée à (E∗) est

−t′ + 1

x
t = 0, (E∗0) .

On sépare les variables

dt

t
=

1

x
dx⇒

ˆ
dt

t
=

ˆ
1

x
dx

⇒ ln |t| = ln |x|+ c, c ∈ R
⇒ t = kx, k ∈ R.

Pour résoudre (E∗), on utilise la méthode de la variation des constantes, on obtient

k (x) =
1

2
x+ λ, λ ∈ R.

D’où
t =

1

2
x2 + λx, λ ∈ R.

Donc, la solution générale de (E) (on remplace z par 1
t
) est

y = z − 1

x
=

2

x2 + 2λx
− 1

x
, λ ∈ R.

2.2.3 Equation différentielle lineaires d’ordre 2 a coffecients
constants :

2.2.3.1 Forme de l’équation :

Ce sont des équations différentielles du type : y′′ + ay′ + by = f (x), où a et b sont des
rérels et f est une fonction définie et continue dans un intervalle I ⊂ R.

2.2.3.2 Résolution de l’équation sans second membre

On sait que l’espace des solutions de l’équation sans second membre y′′+ay′+by = 0, (E0)
est un espace vectoriel de dimension 2. On cherche une base de l’espace. On cherche des
solutions de la forme

y = eλx.

En reportant dans y′′ + ay′ + by = 0, on voit que y est solution si et seulement si λ vérifie :

λ2 + aλ+ b = 0, (E∗) .

On dit que λ est une racine de l’équation caractéristique (E∗). On distingue trois cas :
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Premier cas : Si (E∗) admet deux racines réelles distinctes λ1 et λ2 alrors une
base de l’espace vectoriel des solutions est donne par les fonctions

{
eλ1x, eλ2x

}
. Donc, toute

solution de l’équation différentielle (E0) s’écrit sous la forme (dite les solutions maximales
de (E0)) :

y = c1e
λ1x + c2e

λ2x, (c1, c2) ∈ R2.

Deuxième cas : Si (E∗) admet une racine double λ alrors une base de l’espace
vectoriel des solutions est donne par les fonctions

{
eλ1x, xeλ2x

}
. Donc, toute solution de

l’équation différentielle (E0) s’écrit sous la forme

y = c1e
λ1x + c2xe

λ2x, (c1, c2) ∈ R2.

Troisième cas : Si (E∗) admet deux racines complexes conjugués deux à deux
λ1 = α + iβ et λ2 = α − iβ ou (α, β) ∈ R2 alrors une base de l’espace vectoriel des
solutions est donne par les fonctions {eαx cos (βx) , eαx sin (βx)}. Donc, toute solution de
l’équation différentielle (E0) s’écrit sous la forme (dite les solutions maximales de (E0)) :

y = c1e
αx cos (βx) + c2e

αx sin (βx) , (c1, c2) ∈ R2.

2.2.3.3 Résolution de l’équation avec second membre

(i) Soit y0 est une solution de (E). Pour une fonction y est une solution de (E) il faut
et il suffit qu’il existe une fonction y1 solution de l’équation différentielle homogène telle que
y = y0 + y1.

Si on a trouvé une solution particulière y0 de (E), on obtient directement la solution
générale de (E) en ajoutant à y0, la solution générale de l’équation différentielle homogène.

(ii) Méthode de variation de la constante : On cherche à résoudre l’équation diffé-
rentielle y′′ + ay′ + by′ = f (x) (E) de la forme

y = c1y1 + c2y2,

où c1 et c2 sont des fonctions dérivables, inconnues vérifiant la condition supplémentaire

c′1y1 + c′2y2 = 0, (E1)

On reporte y, y′ et y′′ on (E), on obtient

c′1y
′
1 + c′2y

′
2 = f (x) , (E2)

on est ramené ainssi à déterminer les fonctions c1 et c2 satisfaisant au système des deus
équations (E1) et (E2).

Remarque 10. Rappel :

1) On cherche à résoudre une équation différentielle du second ordre à coefficients constants,
avec second membre « exponentielle-polynôme » de la forme y′′ + ay′ + by′ = p (x) edx où
p est un polynôme non nul. Alors la solution générale de cette équation différentielle est la
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somme de la solution générale de l’équation homogène (E0) et d’une solution particulière.
En pratique, une solution particulière se cherche sous la forme x 7→ q (x) edx où q est un
polynôme. Le degré de q doit être choisi de la manière suivante :

(i) si d n’est pas racine de λ2 + aλ+ b alors, deg (q) = deg (p).
(ii) si d est racine simple de λ2 + aλ+ b alors, deg (q) = deg (p) + 1.
(iii) si d est racine simple de λ2 + aλ+ b alors, deg (q) = deg (p) + 2.

2) Cas où le second membre de l’équation différentielle à coefficients constants est un po-
lynôme de la forme y′′ + ay′ + by′ = pn (x), où p est un polynôme non nul de dégré n.
Alors la solution générale de cette équation différentielle est la somme de la solution géné-
rale de l’équation homogène (E0) et d’une solution particulière. En pratique, une solution
particulière se cherche sous la forme suivante :

(i) Si b = 0, on cherche une solution particulière sous la forme d’un polynôme de dégré
n+ 1.

(ii) Si b 6= 0, on cherche une solution particulière sous la forme d’un polynôme de dégré
n.

(iii) Si b = 0 et a = 0, l’équation se réduit à y′′ = pn (x) et l’on intègre deux fois
successivement.

Exemple 47. On se propose de resoudre l’equation différentièlle

y′′ − y = cos2 (x) , (E) .

L’équation homogène associée est

y′′ − y = 0, (E0) .

son polynôme caracteristique est

λ2 − 1 = (λ− 1) (λ+ 1) .

Donc les solutions generales de l’équation homogène (E0) sont de la forme

y = c1e
x + c2e

−x, (c1, c2) ∈ R2.

Reste a trouver une solution particuliere de (E). On linearise le second membre

cos2 (x) =
1 + cos (2x)

2
.

Par le principe de superposition, il suffit donc de trouver des solutions particulieres des deux
équations différentièlle

y′′ − y =
1

2
cos (2x)

et
y′′ − y =

1

2
.

Puis de les sommer, pour recuperer une solution particuliere de (E). Pour la première 2i
n’est pas racine du polynôme caracteristique, donc on cherche les solutions sous la forme

y = c1 cos (2x) + c2 sin (2x) , (c1, c2) ∈ R2.
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En injectant, on trouve

−4c1 cos (2x)− 4c2 sin (2x)− c1 cos (2x)− c2 sin (2x) =
1

2
cos (2x) .

D’où c1 = − 1
10

et c2 = 0.
Par suite, une solution particuliere de la premiere equation est donc

y0 =
1

10
cos (2x) .

Pour la seconde equation, le second membre est un polynôme constant, on cherche une
solution constante, on voit que y1 = −1

2
convient.

Finalement, une solution particulière de (E) est

y1 + y0 = −1

2
− 1

10
cos (2x) .

Donc, les solutions de (E) sont de la forme

y = −1

2
− 1

10
cos (2x) + c1e

x + c2e
−x, (c1, c2) ∈ R2.

Exemple 48. On se propose de resoudre l’equation différentièlle

y′′ − 2y + y = ex + e−x, (E) .

On va successivement chercher une solution particulière de

y′′ − 2y + y = ex,

et
y′′ − 2y + y = e−x.

a) Solution de y′′ − 2y + y = e−x :
Comme −1 n’est pas racine de λ2 − 2λ+ 1. Alors, on cherche donc une solution particulière
sous la forme y = Ae−x. Il vient

y′′ − 2y + y = e−x ⇒ 4Ae−x = e−x ⇒ A =
1

4
.

b) Solution de y′′ − 2y + y = e−x :
Comme 1 est racine double de λ2 − 2λ+ 1. Alors, on cherche donc une solution particulière
sous la forme y = Ax2ex. Il vient

y′′ − 2y + y = e−x ⇒ 2Aex = ex ⇒ A =
1

2
.

Donc les solutions generales de l’equation homogene (E) est

y = (c1x+ c2) ex +
1

2
ex +

1

4
e−x, (c1, c2) ∈ R2.
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2.2.4 Exercices corrigés

Exercice 13. Résoudre les équations différentielles suivantes :
1) y′′ − 5y′ + 6y = 0.
2) y′′ + 4y′ + 4y = 0.
3) y′′ − 5y′ + 6y = 0.
4) y′′ + 4y′ + 13y = 0.
5) y′′ + 3y = 2.

Solution : 1) L’´equation caractéristique est

λ2 − 5λ+ 6 = 0, (E∗) .

On a ∆ = 1 > 0, d’où λ1 = 2 et λ2 = 3.
La solution générale est

y = c1e
2x + c2e

3x, (c1, c2) ∈ R2.

2) L’´equation caractéristique est

λ2 + 4λ+ 4 = 0, (E∗) .

On a ∆ = 0, d’où λ1 = λ2 = −2.
La solution générale est

y = (c1x+ c2) e−2x, (c1, c2) ∈ R2.

2) L’équation caractéristique est

λ2 + 4λ+ 13 = 0, (E∗) .

On a ∆ = −36 < 0, d’où λ1 = −2 + 3i et λ2 = −2− 3i.
La solution générale est

y = c1e
αx cos (βx) + c2e

αx sin (βx) , (c1, c2) ∈ R2.

5) y′′ + 3y = 2, (E) . L’´equation caractéristique est

λ2 + 3 = 0, (E∗) .

On a ∆ = −12 < 0, d’où λ1 = i
√

3 et λ2 = −i
√

3.
La solution générale est

y = c1e
αx cos (βx) + c2e

αx sin (βx)

= e0x
(
c1 cos

(√
3x
)

+ c2 sin
(√

3x
))

= c1 cos
(√

3x
)

+ c2 sin
(√

3x
)
, (c1, c2) ∈ R2.

On chercher une solution particulière de (E) : On voit que yp = 2
3
est une solution de (E).

Donc, La solution générale de (E) est

y = c1 cos
(√

3x
)

+ c2 sin
(√

3x
)

+
2

3

= c1 cos
(√

3x
)

+ c2 sin
(√

3x
)

+
2

3
, (c1, c2) ∈ R2
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Exercice 14. Résoudre les équations différentielles suivantes :
1) y′′ − 3y′ + 2y = 4x2.
2) y′′ + 2y + y = 4xex.
3) y′′ + y = cos (x).
4) y′′ − 3y′ + 2y = 3 (x2 + 1).
5) y′′ + y = x2 − 2x.
6) y′′ = 5x4 + 2x2 + x+ 1.

Solution : 1) y′′ − 3y′ + 2y = 4x2 (E). L’équation caractéristique est

λ2 − 3λ+ 2 = 0, (E∗) .

On a ∆ = 1 > 0, d’où λ1 = 1 et λ2 = 2.
La solution générale de l’équation homogène est

y = c1e
x + c2e

2x, (c1, c2) ∈ R2.

Première méthode : Méthode de variation des constantes : Comme le second
membre est de la forme f (x) = 4x2 , alors, on va chercher une solution particulière sous la
forme

y0 = c1y1 + c2y2,

où
y1 = ex, et y2 = e2x,

et c1 et c2 sont des fonctions inconnues, dérivables qui vérifiant le système d’équations diffé-
rentielles suivant : {

c′1y1 + c′2y2 = 0,

c′1y
′
1 + c′2y

′
2 = f (x) .

i.e., {
c′1e

x + c′2e
2x = 0,

c′1e
x − 2c′2e

2x = 4x2,

En multipliant la première équation par 2 et en additionnant les deux équations membre à
membre, on trouve

c′1 =
4

3
x2e−x ⇒ c1 =

4

3

ˆ
x2e−xdx,

on intègre deux fois par parties, on obtient

c1 = −1

3

(
4x2 + 8x+ 8

)
e−x + k, k ∈ R.

Par suite,

c′2 = −c′1e3x =
1

3

(
4x2 + 8x+ 8

)
e3x ⇒ c2 =

ˆ
1

3

(
4x2 + 8x+ 8

)
e2xdx,
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En intégrant par parties deux fois, on trouve

c2 = −1

6

(
4x2 − 8

)
e2x + k, k ∈ R.

Une solution particulière est donc

y0 = 2x2 + 8x− 8.

Donc, la solution générale de l’équation (E) est

y = c1e
x + c2e

2x +
1

3

(
−4x2 + 8x− 8

)
, (c1, c2) ∈ R2.

Dexième méthode : Comme le second membre de (E) est un polynôme de degré 2, on
chercher une solution particulière sous la forme d’un polynôme de degré 2,

y0 = ax2 + bx+ c, (a, b, c) ∈ R3.

On a {
y′0 = 2ax+ b,

y′′0 = 2a.
.

En reportant y, y′ et y′′ dans l’équation (E), on obtient

2ax2 + (2b− 6a)x+ 2c− 3b+ 2a = 4x2.

Par identification, on trouve 
a = 2.

b = 6.

c = 7.

Donc, la solution générale de l’´equation (E) est

y = c1e
x + c2e

2x + 2x2 + 6x+ 7, (c1, c2) ∈ R2.

2) y′′ + 2y′ + y = 4xex (E). L’´equation caractéristique est

λ2 + 2λ+ 1 = 0, (E∗) .

On a ∆ = 0, d’où λ1 = λ2 = −1 .
La solution générale de l’équation homogène est

y = (c1x+ c2) e−x, (c1, c2) ∈ R2.
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Première méthode : Méthode de variation des constantes : Comme le second
membre est de la forme f (x) = 4xex , alors, on va chercher une solution particulière sous la
forme

y0 = c1y1 + c2y2,

où
y1 = xe−x, et y2 = e−x.

On a {
c′1y1 + c′2y2 = 0,

c′1y
′
1 + c′2y

′
2 = f (x) .

i.e., {
c′1xe

−x + c′2e
−x = 0,

c′1 (1− x) e−x − c′2e−x = 4xex,

ou encore {
c′1x+ c′2 = 0,

c′1 (1− x)− c′2 = 4xe2x.

En additionnant les deux équations membre à membre, on trouve

c′1 = 4xe2x ⇒ c1 =

ˆ
4xe2xdx,

on intègre par parties, on obtient

c1 = (2x− 1) e2x.

Par suite,

c′2 = −xc′1 = −4x2e2x ⇒ c2 = −
ˆ

4x2e2xdx,

L’intégration par parties donne

c2 =
(
2x2 + 2x− 1

)
e2x.

Une solution particulière est donc

y0 = (2x− 1)xe2xe−x +
(
2x2 + 2x− 1

)
e2xe−x = (x− 1) ex.

Donc, la solution générale de l’´equation (E) est

y = (c1x+ c2) e−x + (x− 1) ex, (c1, c2) ∈ R2.
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Dexième méthode : Comme 1 n’est pas racine de l’équation caractéristique (E∗). On
cherche une solution particulière sous la forme d’un polynôme de dégré 1 (voir remarque 10).
On a yp = ax+ b, où (a, b) ∈ R2. Il vient{

yp = ax+ b,

y′p = 2a,

En repportant dans (E), on obtient

4ax+ 2b+ 2a = 4x.

Par identification, on trouve {
a = 1,

b = −1,
.

Ainsi, yp = 2x− 4.
Donc, la solution générale de l’´equation (E) est

y = (c1x+ c2) e−x + (x− 1) ex, (c1, c2) ∈ R2.

3) y′′ + y = cos (x) (E). L’´equation caractéristique est

λ2 + 2λ+ 1 = 0, (E∗) .

On a ∆ = −4 < 0, d’où λ1 = i et λ2 = −i.
La solution générale de l’équation homogène est

y = c1 cos (x) + c2 sin (x) , (c1, c2) ∈ R2.

Première méthode : Méthode de variation des constantes : Comme le second
membre est de la forme f (x) = cos (x), alors, on va chercher une solution particulière sous
la forme

y0 = c1y1 + c2y2,

où
y1 = cos (x) , et y2 = sin (x) .

On a {
c′1y1 + c′2y2 = 0,

c′1y
′
1 + c′2y

′
2 = f (x) .

i.e., {
c′1 cos (x) + c′2 sin (x) = 0,

−c′1 sin (x)− c′2 cos (x) = cos (x) ,

En multipliant la première équation par cos (x), la seconde par − sin (x) et en additionnant
les deux équations membre à membre, on trouve

c′1 = − sin (x) cos (x) = −1

2
sin (2x)⇒ c1 =

ˆ
−1

2
sin (2x) dx
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⇒ c1 =
1

4
cos (2x) + k1, k1 ∈ R.

En multipliant la première équation par sin (x), la seconde par cos (x) et en additionnant les
deux équations membre à membre, on trouve

c′2 = cos (x) cos (x) =
1 + cos (2x)

2
⇒ c2 =

ˆ
1 + cos (2x)

2
dx

⇒ c2 =
1

4
sin (2x) +

1

2
x+ k2, k2 ∈ R.

Une solution particulière est donc

y0 =
1

4
[cos (x) cos (2x) + sin (x) sin (2x)] +

1

2
x sin (x) =

1

4
cos (x) +

1

2
x sin (x) .

Donc, la solution générale de l’équation (E) est

y = c1 cos (x) + c2 sin (x) +
1

4
cos (x) +

1

2
x sin (x) , (c1, c2) ∈ R2.

4) y′′ − 3y′ + 2y = 3 (x2 + 1). L’ équation caractéristique est

λ2 − 3λ+ 2 = 0, (E∗) .

On a ∆ = 1 > 0, d’où λ1 = −3 et λ2 = −1.
La solution générale de l’équation homogène est

y = c1e
−x + c2e

−3x, (c1, c2) ∈ R2.

Première méthode : Méthode de variation des constantes : On laisse le lecteure
de traiter.

Dexième méthode : le second membre de l’équation (E) est un polynôme de dégré 2
et la constante b n’est pas nulle. On cherche une solution particulière sous la forme d’un
polynôme de dégré 2 (voir remarque 10). On a yp = ax2 + bx+ c, où (a, b, c) ∈ R3. Il vient

yp = ax2 + bx+ c,

y′p = 2ax+ b,

y′′p = 2a.

En repportant dans (E), on obtient

3ax2 + (8a+ 3b)x+ 2a+ 4b+ 3c = 3x2 + 3.

Par identification, on trouve 
a = 1,

b = −8
3
,

c = 35
3
.

.
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Ainsi, yp = x2 − 8
3
x+ 35

3
.

Donc, la solution générale de l’´equation (E) est

y = c1e
−x + c2e

−3x + x2 − 8

3
x+

35

3
, (c1, c2) ∈ R2.

2) y′′ + y = x3 − 4 (E). L’´equation caractéristique est

λ2 + 1 = 0, (E∗) .

On a ∆ = −4 < 0, d’où λ1 = i et λ2 = −i.
La solution générale de l’équation homogène est

y = c1 cos (x) + c2 sin (x) , (c1, c2) ∈ R2.

Première méthode : Méthode de variation des constantes : On laisse le lecteure
de traiter.

Dexième méthode : le second membre de l’équation (E) est un polynôme de dégré 2 et
la constante b est nulle. On cherche une solution particulière sous la forme d’un polynôme
de dégré 3 (voir remarque 10). On a yp = ax3 + bx2 + cx+ d, où (a, b, c, d) ∈ R4. Il vient

yp = ax3 + bx2 + cx+ d,

y′p = 3ax2 + 2bx+ c,

y′′p = 6ax+ 2b.

En repportant dans (E), on obtient

3ax2 + 2bx+ c+ 6a = x2 − 2x.

Par identification, on trouve 
a = 1

3
,

b = −1,

c = −2.

.

Ainsi, yp = 1
3
x3 − x2 − 2x+ d.

Donc, la solution générale de l’´equation (E) est

y = c1 cos (x) + c2 sin (x) +
1

3
x3 − x2 − 2x+ d, (c1, c2, d) ∈ R3.

6) y′′ = 5x4 + 2x2 + x+ 1, (E).
On intègre successivement deux fois (voir remarque 10), on trouve

y′ = x5 +
2

3
x3 +

1

2
x2 + x+ c1,

et donc la solution générale de l’équation (E) est

y =
1

6
x6 +

1

6
x4 +

1

6
x3 +

1

2
x2 + c1x+ c2, (c1, c2) ∈ R3.
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Exercice 15. Résoudre les équations différentielles linéaire du deuxième ordre suivantes :
1) y′′ + 4y′ + 3y = 0, y (0) = 2, y′ (0) = 1.
2) y′′ − 3y′ + 2y = (1− 2x) ex.
3) y′′ + y = cos2 (x) .
4) y′′ + y = tan (x) .
5) y′′ − 4y′ + 3y = (x2 + 3x+ 2) sin (x) + ex.

Solution : 1) y′′ + 4y′ + 3y = 0, (E) . L’équation caractéristique est

λ2 + 4λ+ 3 = 0, (E∗) .

On a ∆ = 4 > 0, d’où λ1 = −3 et λ2 = −1.
La solution générale de l’équation homogène est

y = c1e
−3x + c2e

−x, (c1, c2) ∈ R2.

En appliquant les conditions initiales pour déterminer c1 et c2. On a{
y (0) = 2,

y′ (0) = −1,
⇒

{
c1 + c2 = 2, (1)

−3c1 − c2 = −1, (2)

Par addition (1) et (2) membre à membre, on obtient :

−2c1 = 1⇒ c1 = −1

2
.

En substituant c1 = −1
2
dans (1), on trouve c2 = 5

2
.

2) y′′ − 3y′ + 2y = 0, (E) . L’équation caractéristique est

λ2 − 3λ+ 2 = 0, (E∗) .

On a ∆ = 4 > 0, d’où λ1 = 1 et λ2 = 2.
La solution générale de l’équation homogène est

y = c1e
x + c2e

2x, (c1, c2) ∈ R2.

Premème méthode : Comme 1 est un racine de λ2 − 3λ + 2. Alors, on cherche donc
une solution particulière sous la forme y = (ax2 + bx+ c) ex, où (a, b, c) ∈ R3. On pose
yp = ax2 + bx+ c. Il vient 

yp = ax2 + bx+ c,

y′p = 2ax+ b,

y′′p = 2a.

En repportant dans (E), on obtient

−2ax+ 2a− b = 1− 2x.

Par identification, on trouve {
a = −1,

b = 3.
.

Donc, la solution générale de l’équation (E) est

y = c1e
x + c2e

2x +
(
−x2 + 3x+ c

)
ex, (c1, c2, c) ∈ R3.
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Deuxière méthode : Méthode de variation des constantes : Comme le second
membre est de la forme f (x) = (1− 2x) ex , alors, on va chercher une solution particulière
sous la forme

y0 = c1y1 + c2y2,

où
y1 = ex, et y2 = e2x,

et c1 et c2 sont des fonctions inconnues, dérivables qui vérifiant le système d’équations diffé-
rentielles suivant : {

c′1y1 + c′2y2 = 0,

c′1y
′
1 + c′2y

′
2 = f (x) .

i.e., {
c′1e

x + c′2e
2x = 0,

c′1e
x − 2c′2e

2x = (1− 2x) ex,

En multipliant la première équation par 2 et en additionnant les deux équations membre à
membre, on trouve

c′1 =
1

3
(1− 2x)⇒ c1 =

1

3

ˆ
(1− 2x) dx,

⇒ c1 =
1

3

(
x− x2

)
+ k, k ∈ R.

Par suite,

c′2 = −c′1e−x = −1

3
(1− 2x) e−x ⇒ c2 = −1

3

ˆ
(1− 2x) e−xdx,

En intégrant par parties deux fois, pour trouver la solution particulière est donc, la solution
générale de l’équation (E) est

y = c1e
x + c2e

2x +
1

3

(
−x2 + 3x+ c

)
, (c, c1, c2) ∈ R3.

3) y′′ + y = cos2 (x) (E). L’´equation caractéristique est

λ2 + 1 = 0, (E∗) .

On a ∆ = −4 < 0, d’où λ1 = i et λ2 = −i.
La solution générale de l’équation homogène est

y = c1 cos (x) + c2 sin (x) , (c1, c2) ∈ R2.

Méthode de variation des constantes : Comme le second membre est de la forme
f (x) = cos2 (x), alors, on va chercher une solution particulière sous la forme

y0 = c1y1 + c2y2,

où
y1 = cos (x) , et y2 = sin (x) .
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On a {
c′1y1 + c′2y2 = 0,

c′1y
′
1 + c′2y

′
2 = f (x) .

i.e., {
c′1 cos (x) + c′2 sin (x) = 0,

−c′1 sin (x) + c′2 cos (x) = cos2 (x) ,

En multipliant la première équation par sin (x), la seconde par cos (x) et en additionnant les
deux équations membre à membre, on trouve

c′1 = cos3 (x) =
1

4
cos (3x)+

3

4
cos (x)⇒ c1 =

ˆ (
1

4
cos (3x) +

3

4
cos (x)

)
dx

⇒ c1 =
1

12
cos (3x) +

3

4
sin (x) + k1, k1 ∈ R.

La première équation donne

c′2 =
c′1 sin (x)

cos (x)
=

cos3 (x) sin (x)

cos (x)
⇒ c2 =

ˆ
cos2 (x) sin (x) dx

⇒ c2 =

ˆ (
1− sin2 (x)

)
sin (x) dx

⇒ c2 =

ˆ
sin (x) dx−

ˆ
sin3 (x) dx

⇒ c2 = − cos (x)−
ˆ

sin3 (x) dx

⇒ c2 = − cos (x)−
ˆ (

1− cos2 (x)
)

sin (x) dx

⇒ c2 = − cos (x) +

ˆ (
1− cos2 (x)

)
d (cos (x))

⇒ c2 = − cos (x)− 1

3
cos3 (x) + cos (x) + k2, k2 ∈ R.

⇒ c2 = −1

3

(
1

4
cos (3x) +

3

4
cos (x)

)
+ k2, k2 ∈ R.

Une solution particulière est donc

y0 =
1

12

[
sin (3x) +

3

4
sin (x) + k1

]
sin (x) +

(
− 1

12
cos (3x)− 3

12
cos (3x) + k2

)
cos (x) .

Donc, la solution générale de l’équation (E) est

y = c1 cos (x) + c2 sin (x) + y0, (c1, c2) ∈ R2.
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Deuxième méthode : Le second membre cos2 (x) = 1
2

+ 1
2

cos (2x), on cherche donc une
solution particulière sous la forme yp = a cos (2x) de l’équation y′′ + y = 1

2
cos (2x)

Comme 2i n’est pas racine de λ2 + 1 = 0. Alors, on cherche donc une solution particulière
sous la formeyp = a cos (2x) + b sin (2x) , (a, b) ∈ R2. Il vient

yp = a cos (2x) + b sin (2x) ,

y′p = 2b cos (2x)− 2a sin (2x) ,

y′′p = −4a cos (2x)− 4b sin (2x) .

En repportant dans (E), on obtient

−3a cos (2x)− 3b sin (2x) =
1

2
cos (2x) .

Par identification, on trouve {
a = −1

6
,

b = 0.
.

Donc, la solution générale de l’équation (E) est

y = c1 cos (x) + c2 sin (x)− 1

6
cos (2x) +

1

2
, (c1, c2) ∈ R2.

4) y′′ + y = tan (x) , (E) . L’équation caractéristique est

λ2 + 1 = 0, (E∗) .

On a ∆ = −4 < 0, d’où λ1 = i et λ2 = −i.
La solution générale de l’équation homogène est

y = c1 cos (x) + c2 sin (x) , (c1, c2) ∈ R2.

Méthode de variation des constantes : Comme le second membre est de la forme
f (x) = tan (x), alors, on va chercher une solution particulière sous la forme

y0 = c1y1 + c2y2,

où
y1 = cos (x) , et y2 = sin (x) .

On a {
c′1y1 + c′2y2 = 0,

c′1y
′
1 + c′2y

′
2 = f (x) .

i.e., {
c′1 cos (x) + c′2 sin (x) = 0,

−c′1 sin (x) + c′2 cos (x) = tan (x) ,
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En multipliant la première équation par cos (x), la seconde par − sin (x) et en additionnant
les deux équations membre à membre, on trouve

c′1 = −sin2 (x)

cos (x)
⇒ c1 = −

ˆ
sin2 (x)

cos (x)
dx

⇒ c1 = −
ˆ

1− cos2 (x)

cos (x)
dx

⇒ c1 = −
ˆ

1

cos (x)
dx+

ˆ
cos (x) dx

⇒ c1 = −
ˆ

1

cos (x)
dx+ sin (x) .

Pour calculer
´

1
cos(x)

dx, on pose

t = tan
(x

2

)
⇒ dx =

2

1 + t2
dt.

D’où, ˆ
1

cos (x)
dx =

ˆ
2

1− t2
dt

=

ˆ
2

(1− t) (1 + t)
dt

=

ˆ
1

1− t
dt+

ˆ
1

1 + t
dt

= − ln |1− t|+ ln |1 + t|+ k

= ln

∣∣∣∣1 + t

1− t

∣∣∣∣+ k.

Donc,

c1 = −
ˆ

1

cos (x)
dx+ sin (x)

= − ln

∣∣∣∣1 + t

1− t

∣∣∣∣+ sin (x) + k.

= ln

∣∣∣∣1− t1 + t

∣∣∣∣+ sin (x) + k

= ln

∣∣∣∣∣1− tan
(
x
2

)
1 + tan

(
x
2

)∣∣∣∣∣+ sin (x) + k.

D’une manière simulaire, en multipliant la première équation par sin (x), la seconde par
cos (x) et en additionnant les deux équations membre à membre, on trouve

c′2 = sin (x)⇒ c2 =

ˆ
sin (x) dx
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⇒ c2 = cos (x) + k′, k′ ∈ R.

Une solution particulière est donc

y0 = c1 cos (x) + c2 sin (x)

=

[
ln

∣∣∣∣∣1− tan
(
x
2

)
1 + tan

(
x
2

)∣∣∣∣∣+ sin (x)

]
cos (x) + cos (x) sin (x) + k.

Donc, la solution générale de l’´equation (E) est

y = c1 cos (x) + c2 sin (x) + y0, (c1, c2) ∈ R2.

5) y′′ − 4y′ + 3y = (x2 + 3x+ 2) sin (x) + ex. L’´equation caractéristique est

λ2 − 4λ+ 3 = 0, (E∗) .

On a ∆ = 4 > 0, d’où λ1 = 1 et λ2 = 3.
La solution générale de l’équation homogène est

y = c1e
x + c2e

3x, (c1, c2) ∈ R2.

Méthode de variation des constantes : Comme le second membre est de la forme
f (x) = (x2 + 3x+ 2) sin (x) + ex, alors, on va chercher une solution particulière sous la
forme

y0 = c1y1 + c2y2,

où
y1 = ex, et y2 = e3x.

On a {
c′1y1 + c′2y2 = 0,

c′1y
′
1 + c′2y

′
2 = f (x) .

i.e., {
c′1e

x + c′2e
3x = 0,

c′1e
x + 3c′2e

3x = (x2 + 3x+ 2) sin (x) + ex,

En multipliant la seconde équation par −1 et en additionnant les deux équations membre à
membre, on trouve

−2c′2e
3x = −

(
x2 + 3x+ 2

)
e−3x sin (x)−e−2x ⇒ c2 =

ˆ (
x2 + 3x+ 2

)
e−3x sin (x) dx+

ˆ
e−2xdx.

Pour calculer
´

(x2 + 3x+ 2) e−3x sin (x) dx, on intègre par partie deux fois, on trouveˆ (
x2 + 3x+ 2

)
e−3x sin (x) dx =

Donc,
c2 =
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= +k.

En substituantant dans la première équation, on trouve

c′1 = −c′2e2x ⇒ c2 =

ˆ
dx

⇒ c2 = +k′, k′ ∈ R.

Une solution particulière est donc
y0 =

Donc, la solution générale de l’´equation (E) est

y = c1e
x + c2e

3x + y0, (c1, c2) ∈ R2.

Deuxième méthode : Le second membre est

f (x) =
(
x2 + 3x+ 2

)
sin (x) + ex = g (x) + h (x) ,

où, g (x) = (x2 + 3x+ 2) sin (x) et h (x) = ex. On cherche donc une solution particulière sous
la forme yp = a cos (2x) de l’équation y′′ + y = 1

2
cos (2x)

Comme 2i n’est pas racine de λ2 + 1 = 0. Alors, on cherche donc une solution particulière
des équations

y′′ − 4y′ + 3y =
(
x2 + 3x+ 2

)
sin (x) , (E1) ,

et
y′′ − 4y′ + 3y = ex, (E2) .

Pour (E1), i n’étant pas racine de l’équation caractéristique, on une solution particulière
sous la forme 

yp = (ax2 + bx+ c) sin (x) ,

y′p = (ax2 + bx+ c) cos (2x) + (2ax+ b) sin (x) ,

y′′p = 2 (2ax+ b) cos (x) + (−ax2 + (2a− b)x− c) sin (x) .

En repportant dans (E1), on obtient(
ax2 + (2a+ b)x+ 2b+ c

)
cos (x)+

(
2ax2 + (−6a+ 2b)x− 4b+ 2c

)
sin (x) =

(
x2 + 3x+ 2

)
sin (x) .

Par identification, on trouve
2a = 1

−6a+ 2b = 3

−4b+ 2c = 2

⇒


a = 1

2
,

b = 3,

c = 7.

.

Donc, la solution particulière de (E1) est

yp =
(
x2 + 3x+ 2

)
sin (x) .
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Pour (E2), 1 est une racine de l’équation caractéristique, on une solution particulière sous la
forme 

yp = axex,

y′p = aex + axex,

y′′p = 2aex + axex.

Ou bien on pose yp = zex. En repportant dans (E2), on obtient

ex (z′′ − 4z′ + 3z) = ex ⇒ z′′ − 4z′ + 3z = 1, (E∗) .

La solution générale de l’équation (E∗) est

y = c1e
x + c2e

3x + λ, (c1, c2, λ) ∈ R3.

Donc, la solution générale de l’´equation (E) est

y = c1e
x + c2e

3x +
(
x2 + 3x+ 2

)
sin (x) . (c1, c2) ∈ R2.

4) y′′ + y = tan (x) , (E) . L’´equation caractéristique est

λ2 + 1 = 0, (E∗) .

On a ∆ = −4 < 0, d’où λ1 = i et λ2 = −i.
La solution générale de l’équation homogène est

y = c1 cos (x) + c2 sin (x) , (c1, c2) ∈ R2.
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