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Supérieure d’Economie d’Oran. Il assure également chargé TD en module « Pro-
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Avant-Propos

Ce polycopié est destiné aux étudiants de la deuxiéme année d’Ecole Supé-
rieure d’Economie et, en particulier, de sciences économiques. Il peut étre utile
aux étudiants de licence voulant approfondir ce qu’ils ont appris dans ce cycle,
en vue de se préparer au cycle suivant.

D’aprés mon expérience, lors de I'enseignement de ce module durant quelques

années, jai décidé de préparer ce polycopié qui contient toutes les notions fonda-
mentales liées & ce module.
Ce polycopié traite une partie importante d’Analyse Mathématiques est conforme
aux programme officiel et au syllabus du module d’Analyse Mathématique II
pour les Ecoles Supériure d’Economie et compléte les deux polycopiés d’analyse
I et II intitulés : 7 Analyse mathématique I : Cours et exercices” et 7 Résumé
de cours et exercices résolus”. Il contient I'essentiel du cours avec des exemples
illustrant les définitions et aidant la compréhension des conditions d’applications
des théorémes et des propositions. A l'intérieur de chaque chapitre, chacune des
subdivisions est précédée d'un rappel de l'essentiel de la partie correspondante.
Des exercices d’applications sont proposés avec des solutions en fin de chaque
chapitre pour permettre a I’étudiant de tester ses connaissances et de se préparer
aux tests et aux examens finaux. La rédaction des solutions a été faite avec le plus
grand soin, le souci principal etant de familiariser I’étudiant avec le raisonement
mathématique et de lui apprendre surtout a rédiger.

Vu le programme proposé par le ministére, jai partagé ce modeste travail en
deux parties essentielles. La premiére partie contient le chapitre de séries numé-
riques et la deuxiéme comporte le chapitre des équations différentielles, lesquelles
sont devenues indispensables dans 1’étude des systémes dynamiques en écono-
mie. On sait que la macroéconomie servant de cadre aux politiques économiques
(conjoncturelles) est devenue dynamique, depuis les travaux des économistes du
cycle réel des affaires (Finn E. Kydland et Edward C. Prescott, entre autres) au
début des années 1980.

Nous éspérons que la pratique de ce polycopié aidera les étudiants & asimiler
plus rapidement les notions et les méthodes introduit au cours et aussi constituera
un support utile pour nos étudiants et les aidera a améliorer leurs résultats aux
examens. Il peut aussi alléger la tache des enseignants de mathématiques.

Nos plus grands remerciements s’adresser a tout ceux et celles qui ont contri-
bué a la formation des étudiants au Ecole Supérieure d’Economie.

Enfin, c’est avec reconnaissance que nous accueillerons les critiques et les
suggestions que voudront bien nous faire parvenir les utilisateures de ce polycopié.



Notation

Dans ce polycopié, les notations suivantes sont utilisées.

Symboles logiques et mathématiques :
€ appartenance,xr € A i.e., x appartient a A.
C inclusion,
<, > inégalités larges, z < y, se lit z est inférieur ou égal & y. x > y se lit x est supérieur
ou égal a y.
<, > inégalités strictes, x < y se lit x est strictement inférieur a y. x > y se lit x est
strictement supérieur a y.
= implication, p = ¢ se lit p implique gq.
<= équivalence, p <= ¢ se lit p est équivalente a ¢. (condition nécessaire et suffisante).
oo infini.
f =0 (9), se lit f est négligeable a g et o se lit "petit o0”.
0

f=0/(g), se lit f est négligeable a g et O se lit "grand O”.
To

f ~ g, selit f est équivalente a g.
o

Alphabet grec :
« alpha.

5 béta.

~ gamma.

0, A delta.

€ epsilon.

A lambda.

0 téta.

> sigma.



Chapitre 1

Séries numériques

1.1 Généralités

Définition 1. Soit (u,),y une suite réelle.

(1) L’expression ug+uy 4+ -+u, +--- = Y u, est appelée une série numérique de terme

n>0
général u,, et I'on note > u,,.
n
n
(i) La suite (Sy),cy O Sy = uo + uy + -+ 4+ u, = Y uy est appelée suite des sommes
k=0
partielles de la série > u,,.
n

Définition 2. On dit que la série ) u, converge (resp. diverge), si la suite de ses sommes

partielles (Sy), oy converge (resp. diverge). Si la série ) u, converge, la limite de (S,),,cx

+oo
notée Y uy =S est appelée la somme de la série > u,,.
k=0 n

Exemple 1. La série géométrique Y ¢" est convergente si et seulement si |¢| < 1. En effet,
n>0
Si ¢ = 1, la suite partielle est
Sp=l 4+ 14+ Lopnt1,
—_—

(n+1) fois

et
lim S, = lim (n+1)=4oc.
n—-+00 n—-+oo
Dong, la suite partielle est est divergente. On en déduit que la série Y ¢", si ¢ =1 est
n>0
divergente
Si ¢ # 1, la suite partielle est

n 1_qn+1
Si=3 gt =
S - 1
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et

1— gt 1
lim S, = lim g = ,
n——+00 n—+oo ] — q 1— q

avec |q| < 1,

Donc, la suite partielle est convergente ( (5,),cy admet une limite finie). On en déduit que

+o0
la série > q¢" = l—iq, st |q| <1 est convergente
n=0
Par suite, n;oq =1, & lq| < 1.
Exemple 2. On va calculer la la somme de la série ) @ .Ona
n>1
1 1 1
Uy = =——
nn+1) n n+1
D’ou
S, =Up + -+ Uy

B 1 1 1 L 1 1 n 1 1

B 2 2 3 3 4 n n+1

B 1

B n+1
Donc )

lim S, = lim (1— >—
n—-+oo n——4o0o 1 +n
Par suite,
+o00
1
=1.
n(n+1)

Exemple 3. On va calculer la la somme de la série > In(1— %) . On a

n>2

1 n®—1
un—ln<l—ﬁ)—ln( > )

=In(n*—1) —2In(n)
=lnn—1)+In(n+1)—2In(2).

D’ou
Sp=us+ -+ u,
=(InB)—2In(2))+ (In(2) +2In(2) —2In(3))+---+(In(n+1)+In(n—1) —2In(n))
=—In(2)—In(n) +In(n+1).
Donc

lim S, = lim (—=In(2) —=In(n) —In(n+1)) = —1In(2).

n—-+o0o n—-+o0o
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Par suite,

+o00o
On en déduit que la série ) In (1 — #) converge.
k=0

Exemple 4. On va calculer la la somme de la série > Wl(%m . On a
n>1

1
(2n—1)(2n+1)

Uy —

1 1
T 4n—2 4dn+2
D’ou
Sy, = Uy + - + Uy,
1 1 1 1 1 1
“Go) G (s )
1 1
T2 4nt2
Donc | | .
S = i (5 T dnt 2) )
Par suite,
o= 1 1
;(Qn—1)(2n+1):§'

+o0o
On en déduit que la série Y In (1 — #) converge.

k=0

1.2 Critéres générals de convergence

Définition 3. (Critére de Cauchy). Une série numérique > u, est dite de Cauchy si sa suite
(Sn)nen des sommes partielles est de Cauchy i.e.,

Ve >0, In €N :V(p,q) €N® (p>n., q>n) = |u, —u,l <e.

ou encore
k=p+m

>

k=p+1

Ve>0,In. €N :V(p,m)eN (p>n)= <e.




1.2. Critéres générals de convergence 12

Exemple 5. La série harmonique % n’est pas de Cauchy (et par conséquent n’est pas
n>0
convergente). En effet, la suite partielle (S,),, .y n’est pas de Cauchy (et par conséquent n’est

pas convergente) i.e.,

Je>0,¥neN: 3(p,q) eN* (p>qg>n)et|S,—S,>e

1 1
>p—) ==,
- 2n 2

Pour p=2n, ¢g=mn,ona
k

k=n+1

|SP - Sq| = |S2n - Sn’ =

1

donc il suffit de prendre € = 3.

Proposition 1. Soit la série numérique > uy,.

n
Si la série numérique Y u, converge, alors lim w, = 0.

n n—-+oo

Démonstration. si ) u, converge, alors la suite partielle (S,),, .y converge vers une limite S.

Comme
Alors

O

Remarque 1. (i) Par contraposé on déduit que si le terme général d’une série > u,, ne tend
n
pas vers 0, alors la série est divergente.

(17) La réciproque de la proposition précédente est fausse. En effet (Contre exemple), la série
harmonique Y % diverge. Mais
n>0

. "
lim w, = lim — =0.
n—-+4o0o n—+oon,

+o0o

Al n+2 3

Exemple 6. La série ) ot diverge. En effet, comme
n=

. . n+ 2 1
lim u, = lim ==
n—+00 n—+oo2n + 5 2

70,

“+o00
20t n+2 .
alors, la série 202" o diverge.
n—=

Exemple 7. Comme

1
lim u, = lim cos (—) =1=#£0,

n—-4o0o n—-+oo n

alors, la série Y cos (+) diverge.
n>1
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1.3 Opérations sur les séries

Définition 4. Soient (uy), oy, (Vn),cy deux suites numériques, et soit A un réel.
(i) La série ) (u, + v,) est appellée, la série somme des deux séries Y u, et Y v,

n n n
(17) La série > Au, un est appellée, la série produit de la série Y u, par le scalair \.
n n

Remarque 2. Lensembles des séries numériques est un espace véctoriel sur R.

Proposition 2. Soit > u, et > v, deur séries numériques.
n n
(1) Si > u, converge et > v, converge, alors la série Y (u, + v,) converge.

(17) Si > u, converge ety v, diverge, alors la série Y (u, + v,) diverge.

n n
111) S u, diverge et > v, diverge, alors on ne peut rien conclure pour la nature de la série
)
n

de la série Y (u, + v,).

Démonstration. La démonstration de (i) et (i7) sont évidentes. On va montrer (ii7) :

1) Soit > u, et > v, deux séries numériques telles que

u, = 1etv, =—1.

Il est clair que les deux séries Y u, et > v, sont divergentes. Mais, la série > (u, +v,) = >_0
n n n n
est convergente.

2) Soit Y uy, et Y v, deux séries numeériques telles que
n n

U, =netv, =—

Il est clair que les deux séries > u, et Y v, sont divergentes. Mais, la série Y (u, + v,) =
n

1 : i Ty
> (1+2) est divergente ( car nl_lgloo (1+1)=1#0). O

n

Définition 5. Soit Y u, une série numérique et n € N. La série > uy = Ry est appellée le
n k>n

reste d’ordre n de la série Y u,.
n

Proposition 3. La série ) u,, converge, si et seulement si la suite (R,), oy converge vers 0.
n

Remarque 3. (i) Si les deux séries > u, et > v, ne different que par un nombre fini de

n n
termes, alors les deux séries sont de méme nature. En cas de convergence, elles n’ont pas
nécessairement la méme somme.

(72) On ne change pas la nature d’une série ) u,, si on lui rajoute ou on lui retranche un
n
nombre fini de termes.

(74i) La nature d’une série ne dépend pas de ses premiers termes.
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1.4 Séries a termes positifs

Définition 6. La série Y u, est dite a termes positifs si
n

vn €N, u, > 0.

Remarquons que la suite des sommes partielles (.5y,),,cy €st croissante, donc on a

Proposition 4. Une série a termes positifs > u, converge si et seulement si sa suite des
n

sommes partielles (Sy), oy st majorée.
De plus, dans ce cas, on a

+o0
Zun = lim S, = sups,.
n=1

n—-+o00 neN

On note aussi Y u, < 400 pour dire que la série Y u, converge.
n n

Démonstration. Implication indirect : Il est clair que la suite de terme général

n
Sn = E Uk,
k=1

est croissante, alors si S, majorée, donc (5,),,oy est convergente, ainsi la série ) Ju, converge.
n
]
Implication direct :

Zun converge < (Sy), converge

= (S,), bornée
= (S,), majorée.

Soit ) Su, une série & termes réels positifs. Si (5,),,cy n'est pas majorée, alors
n

lim S, = +c.
n—-+oo

Donc, la série > u, diverge si et seulement si lim S, = +o00. On écrit alors dans ce cas

n n—-+oo

“+oo
E U = +00.
k=1
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1.4.1 Critéres de comparaison
1) Convergence par comparaison directe :

Théoréme 1. Soit Y u, et > v, deuz séries a termes réels positifs telles que

dng € N, Vn > ng : u, <u,,

alors
(1) sila série Y v, converge, alors la série Y u, converge,

n n
(1) si la série Y u, diverge, alors la série Y v, diverge.
n n

Démonstration. (i) Si la série ) v, converge, alors la suite de somme partielle (S,), o ma-

n
n

jorée par certain M > 0. Donc la suite ( > vk> est majorée par M > 0. Dotu, on a
n

k=ng

To=ug+us+ -+ g1+ D up <t + Uy + e+ gy + M,
k=ng
c’est-a-dire la suite des termes positifs (75,), .y majorée par My = ug +uy + - - + Upy—1 + M.

Par conséquent, la série Y "u, converge.
n

(77) Par contraposé de (7). O
Exemple 8. Comme la série géométrique 3% est convergente, alors la série Y | sin (3%) est
n>0 n
convergente. En effet, les deux séries sont des termes positifs et
1 1
VneN, O<sin|—| < —.
F)=5

1+-cos(n)

L. 2 L .
Exemple 9. Comme la série ) = est convergente, alors la série ) | =7 est convergente.

n>1 n>1
En effet, les deux séries sont des termes positifs et

1+cos(n) 2

VneN, 0< )
n n4

Exemple 10. Comme la série géométrique » (%)n est convergente, alors la série Z% (%)n
n>1 n>1
est convergente. En effet, les deux séries sont des termes positifs et

1 /2\" 2\"
M N* O0<—[|=) <([=]) .
new o< (3) < 3)

Corollaire 1. Soit Y u, et Y v, deux séries a termes réels positifs telles que
n n

up, = O (vy),

+o0
alors
(1) si la série Y v, converge, alors la série Y u, converge,

n n
(1) si la série Y u, diverge, alors la série Y v, diverge.
n n
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Démonstration. On a

Un = O (v,) < 3IM > 0,3IN >0, Vn € N : u, < Mu,,

d’ou, d’aprés le Théoréme 1 que les deux assertions sont vérifiées. n

Corollaire 2. Soit Y u, et > v, deur séries a termes réels positifs telles que

lim 2% = [ eR,.

n—-4o0o Un
Sil=0,ie,u, = o(vy), alors
+oo
(1) sila série Y v, converge, alors la série Y u, converge,
n n
(17) si la série Y u, diverge, alors la série Y v, diverge.

n n
Sil # 0, alors les deux séries Y u, et Y v, sont de méme nature. En particulier pour | =1
n n

1.€., Uy ol Uy, -

Démonstration. (i) On a

. U U
lim - =0&Ve>0,AN, >0,VneN:n> N, = = <.
n—+o0o Uy, Un
Pour e =1,dN >0,Yne N : n > N = u, <v,. Donc, d’aprés le Théoréme 1 que les deux
assertions sont vérifiées.

(77) On a

lim 2 =] & Ve>0,3N,>0,¥neN:n>N, = | |

n——+oo Un,

< €.

Un
Poure=a <I[,4dN > 0,Vn € N : n2N=>l—0z§Z—Z§l+a,d’oﬂ,onad’unepart
Uy < (14 @) vy,

donc, d’aprés le Théoréme 1 que Iassertion (7) est vérifié.
D’autre part
Up, > (I — ) vy,

donc, d’apres le Théoréme 1 que P'assertion (i7) est vérifié.
Par suite, les deux séries sont de méme nature. O

Exemple 11. Soit » u, et > v, deux séries & termes réels positifs telles que
) 1 2
U, =sin | — | et v, = —.
3n 3n

sin ()
2
3n

Comme ) v, est convergente, alors Y u,, 'est aussi.
n n

. Un, .
lim — = lim =
n—-+4oo Un n—-4o0o

1
5
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Exemple 12. Comme la série > 2 est converge alors la série Y eV est convergente. En
n>1 n>1

effet, les deux séries sont des termes positifs et

. un . e_ﬁ . _\/ﬁ 1
lim — = lim —— =0, ie, u,=e =olv,=— ).
n—+oo Uy, n—+o00 — 400 n2
n

Exemple 13. Comme la série n;l%’% est converge alors la série n;l a jg 7 est convergente.

En effet, les deux séries sont des termes positifs et

n
. (% . 14+n)vn
lim — = lim < Z\F
n—+o0 Uy, n—+oo ne
1
n3
3 3
= lim 22 =1, car n ~ n et (1+n)y/n ~ n2.
n—+oon s +o00 +o00

Exemple 14. Comme la série Z% est diverge alors la série ) arctan [m] est
n>1 n>1

divergente. En effet, les deux séries sont des termes positifs et

S =

. Unp, .
lim — = lim
n—-+4oo Un n—-4oo

) .
arctan [W]

1
= 1 1
= lim —2—— car arctan [ } ~
n—H—oomﬁ (1+1n(n))\/n| +o (1+1In(n))/n
1+1In(n)

2) Critére d’intégrale :
Proposition 5. Soit f : [1,400[ une fonction continue et décroissante. Alors

La série Y f (n) converge si et seulement si f1+°o f (t) dt converge (i.e., f;roo f(t)dt < +o00).

Démonstration. Posons f (n) = u,. Comme f est décroisante, alors pour n > 2, on a
@) < f(n)=un, vVt € [n,n+1],

et
u, = f(n) < f(t), Vte[n—1,n|.

D’ou
n+1 n+1

/f(t)g /undt:un,
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et
n n+1
un:/undt§ /f(t)dt
n—1 n
Par suite
n+1 n
[ i< [ra
n n—1

Supposons v, < [ | f (¢). Alors, pour n > 2 :
Un+1 S Unp, S Unp-

Alinsi les séries de terme généraux u,, et v, sont de méme nature.

Comme
ivk=/f(t)dt+/f(t)dt+---+/f(t)dt:/f(t)dt

+o0
ka:&l&ok =n£$zo/ F (0t = / i

k=1

alors

c’est-a-~dire la série > v, et I'intégrale f1 > f (t) dt sont de méme nature, et par suite la série

> u, et l'intégrale f1+oo f (t) dt sont de méme nature. O

Exemple 15. (Série de Riemann). Soit la série Y. %, o > 0.

n>1
Posons f (t) = tia Il est facile de voir que la fonction est continue et décroissante sur
[1,4+00[. On a

na)

400, st a=1,

/f t)dt = /—dt +oo, s a<l,
1 .

st oa>1,

Oé’

Donc, la série Y = —%, a >0 de Riemann converge si et seulement si a > 1.

n>1
Pour a =1 : la série Z% est appelé série harmonique. En utilisant le Critére de Cauchy on
n>1
peut démontré que la série Z% est divergente.

n>1

Conclusion : (i) La série Y- - de Riemann converge si et seulement si o > 1.

n>1
(17) La série Z de Riemann converge si et seulement si o < 1.
n>1
Remarque 4. Pour a < 0, la série Z — diverge, car hm L 0.
_l’_

n>1
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3) Convergence par comparaison avec série de Riemann :

Proposition 6. Soit Y u, une série a termes réels strictement positifs.
n

(i) Pour @ > 1. Si lim n®%u, =0, alors la série ) u,, converge.

n——+0o00 n>0
(i) Pour o < 1. Si lim —+— = 0, alors la série > u, converge.
n—+oo ™ Un n>0
Démonstration. Découlant immeédiatement du Corollaire 2. O

Proposition 7. Soit > u, une série a termes réels positifs.
n

(1) S’il existe [ € R telle que lim n%u, = lim % =1, ie., wu, ~ -, alors
n—-+0oo Nn—+00 R +oo M
(i) Pour a > 1, la série ) u, converge.
n>0
(17) Pour a < 1, la série > u, converge.
n>0
Démonstration. Découlant immédiatement du Corollaire 2. O]

s . 2 s e
Exemple 16. Comme la série Y 2 est converge alors la série > tan? (Z) est convergente.
n>1 n>1

En effet, les deux séries sont des termes positifs et

2
tan? (X tan (Z 7 w2
lim # = lim J =1, ie., u,=tan’ (—) ~ v, =—|.
n—+o00 7"_2 n—-+o00 n/ +oo n?

n

SEE

Exemple 17. Comme la série ) \/iﬁ est diverge alors la série ) In (1 + \%) est divergente.
n>1 n>1
En effet, les deux séries sont des termes positifs et

In 1—1—%1 1 1
lim M = 17 i,e., Up = In <]- + _) ~ ('Un = 7) .
n

n—-+o0o —_ n

Jn
4) Convergence par comparaison logarithmique :

Proposition 8. Supposons qu’il existe ng € N telle que, Yn > ng, wu, >0, v, >0 et

< Un+1 )

Unp Un

Un+1

Alors
(1) sila série Y v, converge, alors la série Y u, converge,

n n
(1) si la série Y u, diverge, alors la série > v, diverge.
n n



1.4. Séries a termes positifs 20

Démonstration. Pour tout n > ng, on a

Un+1 < Un+1 - Un+1 < u_n

— — Y

Un, Un Un+1 Un

c’est-a-dire (—Z") est décoissante a partir du rang ng. Donc,
n
n

u Uo
L <= Yn > nyg.
Un Vo
et par conséquent d’apres le Théoréme 1, on trouve le résultat. O
Exemple 18. On va étudier la convergence de la série ”5—4;3 en utilisant la régle de com-
n>0
paraison logarithmique avec la série Y- -=. On pose u,, = 252 et o=
n>0
: n+4 n+4 __ 1
Pour tout n € N et puisque 5(n3) < Snd) — 50002
Upy1  n+4 < I upg
Un, 5(n+3) "5 v,
D’on, la série ”;;3 est convergente car 25% lest. ( 5% est une série géométrique de
n>0 n>0 n>0

S|
raison ¢ < 1).

5) Critére de d’Alembert :

Proposition 9. (Régle de d’Alembert). Soit > u, une série a termes réels strictement posi-
n

tifs.

(1) S’il existe ng € N tel que, Vn > ng, = > 1, alors Y u, diverge.

U

(1) S”il existe ng € N et a € 10, 1] tels que, Yn > ny,

n

n+1

S alors > uy, converge.
n

Démonstration. 11 est immédiat car u, ne tend pas vers 0 : En effet : Pour n > ng, on a

Un+1
Unp

Z 1 :>un+1 Zuna

c’est-a-dire a partir du rang ny la suite (u,),, est croissante. Ainsi
Vn > ng, Uy > Up, > 0,
par passage a la limite, on obtient

lim w, > u,, > 0.
n—-+o0o

Dong, la série > u, diverge.

() 11 suffit de prendre v,, = o™ et appliquer la Proposition 7. O
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Corollaire 3. (Critere de d’Alembert usuel (1768)). Soit > u, une série a termes réels

Un+1

strictement positifs tel que, lim =q.

n—+oo Un
(1) St a < 1, alors Y u, converge.
(i) Sia> 1, alors > u, diverge.

(i) Si =1, on ne peut rien dire pour la nature de la série Y uy.
n

Démonstration. On a

u u
lim 22 =a < Ve>0,3N. >0,VneN:n>N, = | =L _ | <e
n—+00 Uy Up,
u
S Ve>0,dN. >0,V neN :n>N. = a—€< "t ate
Unp
(1) Pour o < 1, il est clair quil existe €y tel que a+ €9 < 1 (par exemple ¢y = 1’70‘) Donc,

Un+1
Unp,

<a+e <1, Vn>ng.

Ainsi d’aprés la Proposition précédente, la série Y u,, converge.
n
(i) Pour e < 1, il est clair quil existe € tel que o — €; > 1 (par exemple ¢ = 251). Donc,

Unp+1

>a—e >1, Vn>ng.
Uy,

Ainsi d’aprés la Proposition précédente, la série Y u,, diverge.
n

(77i) Pour @ = 1, on ne peut rien conclure. Par exemple si on prend la série divergente Z%
n

et la série convergente >, 5. On a
n

. 1 . 14+n
li "= lim B = lim =1,
n—+o00 Uy n—-+00 Py n—+oo N
et )
2
Un+1 : 1+n)? ) 1+n
1 nt lim +1n) = 1l ( ) = 1.
n—+oo U, n—+o0o 3 n—+o0o n
O
Exemple 19. On va étudier la nature de la série > ,% On a
n>0
(n+1)!
1 Unt1 1 (14n)"+!
n—-+oo Up, n——+oo n_'
nn
(1+n)! n"
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N CIEN ,o: |
Donc, d’aprés le critére de d’Alembert la série ) ™ converge.
n>0

Exemple 20. On va étudier la nature de la série ) 1:357-.2n=1) e termes réels positifs.

n!3n
n>1
On a

. Upa . 1357...2n—-1)(2n+1) n!3"
lim = lim X
n—-+00 Uy, n—-+00 (n+ 1)13n+1 1.35.7...(2n—1)
. 2n+1 1
= lim ==

n—+oo 4+ 1 2

1.3.5.7...(2n—1)
nl3n

Donc, d’aprés le critére de d’Alembert la série >
n>0

converge.

6) Régle de Cauchy :

Proposition 10. Soit Y u, une série a termes réels positifs.
n
(i) S7il existe M € 10,1] tel que, /u, < M, pour n assez grand, alors )y u, converge.
n
(17) Si o> 1 tels que, {/u, > 1, pour n assez grand, alors Y u, diverge.
n

Démonstration. (i) Comme la fonction z — z™, n € N est croissante sur R, alors
Sy < M = u, < M".

Or Y "M", M €0, 1] étant une série géométrique convergente. Donc, d’aprés le Théoréme
n
1, la série > u, converge.

n
(1) Comme la fonction x +— 2™, n € N est croissante sur R, alors
YUy > 1= u, > 1.

d’ou, lim w, > 1. Donc, la série > u,, diverge. O
n—-+oo n

Corollaire 4. (Reégle de Cauchy usuelle (1821)). Soit > u, une série a termes réels positifs.

On pose

lim Yu, = .
n—-+oo
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(i) Sia < 1, alors Y u, converge.
(i) Sia> 1, alors > u, diverge.

(i) Si =1, on ne peut rien dire pour la nature de la série Y uy.

Démonstration. On a

lir+n u, =a<Ve>0,IN. >0,VneN : n> N, = |Ju, —a| <e
n—-+0oo
S Ve>0,AN. >0, VneN :n> N, = a—€ < Ju, < a-+e.

(1) Pour a < 1, il est clair qu’il existe ¢ tel que 0 < a + ¢y < 1 (par exemple €y = 1_7“)

Donc,
YJu, < a+e <1, Vn > nyg.
Ainsi d’aprés la proposition précédente, la série » Su,, converge.

n
(1) Pour o > 1, il est clair quil existe €; tel que o — €3 > 1 (par exemple ¢y = "‘T’l) Donc,

Yu, >a—e >1, Vn > ng.
Ainsi d’aprés la proposition précédente, la série » u,, diverge.
n

(77i) Pour a = 1, on ne peut rien conclure. Par exemple si on prend la série divergente Z%
n

et la série convergente > 5. On a
n

. . 1y(1
lim u, = lim enn(3) = 1,
n—-+0o n—-+00
et L
lim /v, = lim enrn(z) — 1,
n—+oo n—-+oo
Or la premiére série est divergente et la deuxiéme série est convergente. O]

Exemple 21. On va étudier la nature de la série > W de termes réels positifs. On a
n>1

1
lim Yu, = lim ¢

n—-+oo n—-+4oo (ln (n))n

= lim (—1 )20.
n—-+o0 ln(n)

Dong, la série ) W est convergente.
n>0

Exemple 22. On va étudier la nature de la série > (a + n—lp)n, a >0, p> 0 de termes
n>0
réels positifs. On a

1 n
lim ¢u, = lim ¢ (a—l——)

n—-+o0o n—-+o0o np
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| < 1 )
= lim (a+— | =a.
n—+oo np

Dong, si a < 1,alors la série ) (a + #)n, a >0, p > 0 est convergente et si a > 1,alors la
n>0
série Yy (a + #)n, a >0, p > 0 divergente.
n>0
Si a = 1, on ne peut rien conclure en utilisant la régle de Cauchy.

6) Critéres de Raabe et Duhamel :

Proposition 11. Soit Y u, une série a termes réels strictement positifs.

(1) Si, < tn_ 1> > X\ < 1, pour n assez grand, alors > u, converge.

Un+1
n

(i1) Si (u“—il - 1) > X < 1, pour n assez grand, alors Y u, diverge.

n

Proposition 12. (Critére de Raabe (1832)). Soit > u, une série a termes réels strictement

positifs.

(i) Sia <1, alors Y u, converge.
(1) St a > 1, alors > u, diverge.

(1) St a =1, on ne peut rien dire pour la nature de la série > uy,.

Démonstration. On a

<€

lim n( tn —1) —aeVe>0,IN.>0,VneN:n>N, =
n—-+4oo un+1

n( Un —1)—04
Un+1

<:>V6>0,EIN6>O,‘V’n€N:n2N6:>04—e<n( Un —1)<a+e.
Unp+1

8]

(1) Pour o < 1, il est clair quil existe €y tel que 0 < a4 €y < 1 (par exemple ¢y = 1%)

Donc,n( L —1) <a+e <1, Vn>n,g.

Un+1
Ainsi d’aprés la proposition précédente, la série Y u,, converge.

(1) Pour a > 1, il est clair quil existe €; tel que @ — e; > 1 (par exemple ¢y = O‘T_l) Donc,
n(%—l) >a—¢e >1, Vn>ng.

Ainsi d’aprés la proposition précédente, la série Y u, diverge.
n
(731) Pour @ = 1, on ne peut rien conclure. Par exemple si on prend la série divergente Z%
n

On a

et la série convergente Zm
n

. Up, . 1
lim n< —1): lim n(—)zl,
n—+oo Un41 n—+oo n
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n i 1
limn(u —1)zhmn(n+ —1>:1.
n—-+o0o Un41 n——+00 n

Corollaire 5. (Critére de Duhamel usuel (1839)). Soit > u,, une série a termes réels stric-

O

tement positifs. On pose

Un+1 n
(1) St a < 1, alors > u, converge.
(1) St a > 1, alors > u, diverge.

(1) St a =1, on ne peut rien dire pour la nature de la série > uy,.

n

Exemple 23. On va étudier la nature de la série nie” e termes réels positifs. On a

nn+1
n>0
(n+1)le™
. Up41 . n+1)" T (n+1
lim = lim %
n—+o00 Uy n—-+oo T

‘ ( n )n+1
= lim e
n——+o0 n+1

1 n+1
= lim e<1— ) =ece ' =1.

n—-+00 n+1

On applique le Critére de Duhamel, par le developpement, on a

n+1
Un+1 1
=e(l—
U, < n+ 1)

L. |on .
Donc, o = § < 1, alors la série Y 2<% est divergente.

n>0

Corollaire 6. (Critére de Gauss usuel (1812)). Soit Y u, une série a termes réels stricte-

ment positifs. On pose

F(a, B) € R x ]1,+00] : :l—g—i-O(i), n — +00.
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Alors,

+ ~
dk e R/, Un 12 oo

Par conséquent :
(i) Sia <1, alors > u, diverge.

(i) Sia> 1, alors Y u, converge.

n

10 (2k—1)
Exemple 24. On va étudier la nature de la série ) (’“_ln \/Lﬁ) de termes réels positifs.

n>1 H12k
On a
T (2k—1)
=1( 1
u n+1
Un+1 . 1_[12143
1 = lim —
n—+o00 Uy n—+oo I (2k—1) L
k=
i2k v
n+1

A k-1 T2k g
e ok f{ 2k —1)Vn+1
1=

2n+1
nﬁ+002n+2 n —+

D’aprés ce que présséde, on a aussi

Up+1 _2n+1
Uy, 2n + 2 n—l—l

3 |>—A |>—-
/\
3 I =
N——
|

[N

d’ou
Up+1 . 1 < 1

e.
=
@,
e}
o
kol
=
@
0]
—
o
ko
L]
o
kol
o
)]
=
O
=
kol
=
>
o
o
o
@
=
—+
o
—
o
n
D
=.
@
A
||:13
e
=
\_/
@
n
-+
e
<
@
]
o))
@
5
@
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1.5 Séries a termes quelconques

1.5.1 Séries alternées

Corollaire 7. Soit Y u, une série a termes quelconques. La série Y u, est dite alternée si
n n
pour tout n € N : u,u,y1 < 0.

Remarque 5. Toute série alternée peut étre écrite sous la forme > (—1)" u, ou u, est de
n
signe constant.

Théoréme 2. (Théoréme de Leibniz (1682)). Soit Y (—1)" u, une série alternée, si (u,),
est décroissante et lirr(l)un =0, alors la série > (—1)" u, est convergente.
n—s

n
De plus sa somme S est toujours comprise entre deuxr termes consécutifs S,y1 et S, de la
suite de ses sommes partielles.
Le reste :

est du signe de u, .1 et veriéfié |R,| < |uni1].

Exemple 25. La série Z(_l)n a > 0 est alternée et vérifiee les hypothéses du théoréme

ne

n
précédent, et donc elle converge. Elle est dite séries de Riemann alternée.

1.5.2 Critére d’Abel pour les séries de la forme > u,v,

Théoréme 3. (Critere d’Abel (1826)). Soit la série > u,v, tel que
(¢) La suite (vy), décroissante et converge vers 0,

(i1) IM >0, VneN:|> u| <M.
k=0
Alors, la série Y u,v, est convergente.

n

Démonstration. On pose S, = > ug et T,, = > ugvg. Soient € > 0, p, ¢ € N*, alors

k=0 k=0
p+q
’Terq - Tp’ = E : Uk Uk
k=p+1
p+q
= E (Sk — Sk—1) v
k=p+1
p+q ptq
= E Skvk — E Sk—1Ug
k:p+1 k:p-‘rl
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p+q pt+q—1
Z SkUk — Z SkUk+1
k=p+1
ptq—1 ptq—1
D Skvk + SprqUprg — Sppr1 — > Skvks
k=p+1 k=p+1
pt+q—1
= |Sp+aUpta — SpUp+1 — Z Sk (Vk + Vky1)
k=p+1
p+q—1
= [Sptql [Vprql + [Sp| [vp1] + Z | Skl ok + Vi1
k=p+1
ptq-—1
= M |vprq| +m|vpa] + M D fox+vpal.
k=p+1

Comme la suite (v,,), est décroissante, alors
Torq — Tpl = Mupq + Mupir + M (v + vp41),

et comme la suite (v,), converge vers 0, alors 3N, >0, Vn > N, et on a

P
v, < ——.
2M

Ainsi
Ve>0,3N. >0, Vp,g e N* : (p> N, = |Tpyg — Tl <€)

Par suite la suite (7},), est de Cauchy et donc convergente. D’oil la série ) u,v,, est conver-
n

gente. O
Exemple 26. On va étudier la nature de la série > % D’une part, on a (i)
n>1
n
dM >0, VneN: = Zsin(?n) < M.
k=0
D’autre part, on pose v, = #J;l(n) La fonction x > IQlernl(x) est décroissante sur |e, +00].

n+
*~In(n)

1) sin(2
Leibniz, la série Z %W converge.

d’ou la suite v, = est décroissante sur |2, +o00[. Par conséquent, d’aprés le critére de

1.5.3 Série absolument convergente

Définition 7. La série ) u, est dite absolument convergente, si la série Y |u,| est conver-
n n
gente.

Proposition 13. Toute série absolument convergente est convergente.
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Démonstration. Soit Y u, une série absolument convergente. On pose
n

n n
k=0 k=0

La série > u, est une série absolument convergente si et seulement si > |u,| converge i.e., la

n n
suite (7},), converge i.e., la suite (7},), est de Cauchy i.e.,

Ve>0,3N, >0, Vp,q e N* : (p> N, = [T, —T,| <e).

Comme
n—+p n—+p
Tty — Tpl = Z Ti| < Z Tx| = [Thip — Tyl <e.
k=p+1 k=p+1

Alors, la suite (75,),, est de Cauchy.

Remarque 6. La réciproque de cette proposition et en général fausse, par exemple :

> (GOl 1) elle est convergente mais n’est pas absolument convergente.
n>1

Exemple 27. la série ) =5~ sin() et absolument convergente. On a
n>1

Comme la série ) =5 est convergente, alors la série Y
n>1 n>1

n2

Donc )~ =5 sinn) converge.
n>1

]

la série

est absolument convergente.

Exemple 28. On va étudier la convergence absolue de la série S (/245 In (1 + %)

=1 n3+4n
On a
[ n?+3 1 -1)" -1)"
nd 4+ 4n +oo \/n n too N
D’ou
243 -1)" —1)"
JE2 T i IO Gl
n3 +4n n +00  pi
Donc
n?+3 -1)" -1)" 1
‘unl - i 3 In (1 + ( ) ) ( 3> = "3
ns +4n n too | nz n2
Ainsi, la série > |u,| converge et d’ou il découle que la série la série > n’f:f;ll (1 + & )">
n>1 n>1

est abselument convergente.
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Exemple 29. On va étudier la convergence absolue de la série > arctan (Sin(")> In (1 + 5,/%;)

n
n>1

arctan (sm (n)) ’ < [sin ()| < l, Vn € N*,
n

On sait que

n n
et
1 1 .
In 1+% g%,VnGN.
D’ou

|| =

" sin (n) m 1+ 1 < 1
arctan n — —.
n \S/ﬁ o n%

Ainsi, la série Y |u,| converge et d’ot il découle que la série la série Y arctan <w> In (1 + %)
n>1 n>1
est abselument convergente.

Exemple 30. On va étudier la convergence absolue de la série > (et D)sin@n) -y o

1 n2—In(n)
(n 4 1)sin (2n) n+1
n?—In(n) |~ n?—In(n)
Comme |
lim n(zn) =0« In(n) = n?
n—+oo MN —+00
alors
2 2
—1 ~ n-.
n® —In(n) ~n
Donc
n+1 n 1

_— N — = —,
n? —1In(n) +o n? n
Ainsi, la série Y |u,| diverge et d’ou il découle que la série la série %
n>1 n>1
absolument convergente.

n’est pas

Série semi-convergente :

Définition 8. Une série ) u, est dite semi-convergente si elle est convergente et la série
n

> |ug| diverge.

(=D"

ne

Remarque 7. La série )

n>1

0 < a <1 est semi-convergente.

Définition 9. (Série commutativement convergente). On dit quune série » u, est commu-
n
tativement converge, si pour toute bijection ¢ : N— N a série Zuso(n) est convergente.
n
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Proposition 14. Toute série absolument convergente est commutativement convergente.
Autrement dit : une série absolument convergente, converge toujours méme si on change
l’ordre de ses termes, et la somme ne dépend pas de l’ordre des termes.

Remarque 8. La propriété cité a la proposition précédente n’est pas vraie si la série est
semi-convergente, cest-a-dire on ne peut pas changer 'ordre des termes.

1.6 Produit des séries

Définition 10. Soit Zun et Zvn deux séries numeériques.

La série Y w, avec wn Zukvn r est dite produit des séries Zun et Zvn
n

. n n L, . s - , P
Exemple 31. Soit % et > % deux séries numériques. Alors le terme général de la série
n>0 n>0"

produit » w,, est
n

Théoréme 4. (Théoréeme de Cauchy (1821)). Soit Y u, et > v, deur séries numériques
absolument convergentes, alors leur série produit Y w, est absolument convergente et a pour

n
somme le produit des sommes, c’est-a-dire

Y= (S (£

Théoréme 5. (Mertens (1875)). Soit Y u,une série numérique absolument convergente et

n
> v, une série numérique convergente, alors la série Y w, produit des Y u, et > v, est
n n n n
convergente et a pour somme le produit des somme, c’est-a-dire

e (B ()

n=0

1.7 Exercices corrigés

Exercice 1. En utilisant la limite des suites des sommes partielles, déterminer la nature des
séries numériques suivantes :

1 1 1 n
Zn(n—l—l) (n+2)’§(3n—2) (Bn+1) ;16#—87@—3’ ;(271—1—1)2(271—1)2

n>1

S 50 () @) 2 () 2 ()
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Solution : En utilisant la limite des suites des sommes partielles, on va déterminer la
nature des séries numériques suivantes :

1
D 2 s On a

nz

Vn € N* ! ! = + !
n = — — .
" nn+1)(n+2) 2n n+1 2(n+2)
Donc
B 1 71 1 1
Sn = =" - + .
—h(k+1)(k+2) <= [2k k+1 2(k+2)
Or ) ,
"1 1 11 <=1
Sty 8 |k
—2k " 2(k+2) 2 |&k ik
11 ey 1 1
“3tita || T ie iy T2
et
ol _"“1_1+"1Jr 1
—k+1 ~=k 2 “k n+l
D’ou
n 1 1 nl n+11 n 1
Sp = =1 D —|-D.
;k(k+1)(k+2) 2L:1k —k+1 ;k+2
1 1 1
4 2(n+1)  2(n+2)
Donc
lim S, = -
n—-+4o0o
Ainsi, la série n;lm converge.
2) X G- Ona
n>1
1 B 2 1
Bn—2)(3n+1) 3Bn-2) 30Bn+1)
D’ou
= 1 1 1
S, = =-(1- .
S @ e =5 )
Donc )
li = —.
S = 3
Ainsi, la série nz;lm converge.
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1
3) 2 fgmrgng- On 2
n>0

1 1 3 3
16n2 —81—3  (16n —6)(16n —3)  8(16n — 6) * 16 (16n — 3)
D’ou
= 1 1 \"
S =2 g w31 (5) -
Donc
lim S, =
n—-+00
Ainsi, la série ) m converge.
n>1
4) glm On a
n 1 1
2 2 2 2
2n+1)"(2n—-1)" 8(2n+1)" 8(2n—-1)
D’ou
& k 1 < 1 )
S, = =-(1-——).
;(% + 12k -1 8 (2n + 1)
Donc 1
(L S = g
Ainsi, la série ;lm converge.
5) S nYril Op g
n>1 n(n+1)
o ~k—Vk?—1
RV GRS
k= (k+1)(k—-1)
VEk(k+1)
[k VEEDE-T)
k+1 VE(k+1)
L Y !
VE(k+1) k
D’ou
o ~k—Vk*—1 [ n
—~ k(k+1) n+1
Donc
lim S, = 1.
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.. L. /2
Ainsi, la série ) 1

nZlm converge.
6) > sin (z7) sin (z27). On a
n>1

(1. (3
S, = Zsm (W) sin (%)

D’ou

- 1 1 1
S, =) sin (2k+1) sin (%) =3 (cos (2—n> — CoS (1)) :
k=1

lim S, = %(1 — cos (1)) = sin® (%) .

n——+oo

Donc

Ainsi, la série ) sin (#) sin (—2"?;1) converge et sa somme est S = sin® (%)
n>1

7) Zln(l—ﬁ).Ona

7 In (1—%) I (M) —m(n(nt1)—2)—In(n(nt1))

n+1) n(n-+1)
D’ou
- 2 n+ 2
Sp=>» In{l—————] =1 .
2 ( k<k+1>) ( 3n )
Donc
lim S, =—1In(3).
n—-+00
Ainsi, la série 712;2 In <1 — m> converge et sa somme est S = —1In (3).
ngf
8) nz>:21n (n3+}) .On a

n®—1\ (n—1)(n*+n+1)\ ) )

- k3 —1 n+n+1
=y In{——)=In{———=).
Sn Zn(k3+1) n(3(n+1))

k=2
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Donc

Ainsi, la série 2;2 In < Mj) converge et sa somme est S = In (%)
n

Exercice 2. 1) Montrer que les séries suivantes sont divergentes.

3
W 2n? +3n+4 3n® —2\" nd+1 1 1
-1) — i .
2 (N T ’;(3n3+4 ; nts )M\ e ’;2n+1

n>1
Z tan ( > Z arctan n——l—l
4n “V/n? + nt 1)

2) Montrer que les séries suivantes sont convergentes.

cos (nx) sin (nx) 1 sin (3 + (—1)")
Z 2n ’;n(n—i-l)’;@n—l)?”—l’z n? ’

n>1 n>1

S S (e (7)) S5 S (7))

n>1 n>1

Solution : 1) Pour montrer la divergence de la séries suivantes, on peut appliquer la

condition nécessaire de la convergence :
2
a) On pose u,, = (—1)" 2 t3ntd

2n2+1
Comme
lim wor = lim (_1)%M_ lim M_ lim 8_1{;2_1
n——+00 2k = n——+o0o 8k2 +1 C ntoo 8k2 +1 C no+oo8k2
et
202k +1)+6(2k+1)+4 8k?2
lim wgp; = lim (—1)2k+1 (2k+1)" + (2 +1)+ = lim — — =-1

o n 2n243n+4 . .. ..
Alors, la série Z;l (—=1)" #5575 est divergente ( de sorte que les deux limite ne coincident
n>

pasi.e., lim w; n’existe pas).
n—-+o0o

3
n
_ (3n3-2
b) On pose u,, = (3n3+4>
Comme
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)

B 2 3n3
o . 1 - 3n3
= lim 1
n—+00 I 1+ 5.3
1
- _9qd
. e 1
= lim [—| =—=#0
n—-4o00 64 62
3 n?
ATs 3n°—2 :
Alors, la série ) ( e 4) est divergente.
n>1
_ [(n3+1 : 1
¢) On pose u,, = <n+3 arcsin (—n2+1).
Comme
. 1 1 1
arcsin (n2+1 -l:o n2+1 —&C:o n2 n3+1 . 1 1
n3+1 ~ n2 = n+3 arcsin (n2+1> J;:O '
n+3 +oo
Alors
. . n’+1 . 1
lim u, = lim arcsin | — =1.
n—-+00 n—4o0 \ N+ 3 n®+1
n3+1 . 1 .
) arcsin (ng—H) est divergente.

n+3
m

d) On pose un;tan(
o (5,)
an(—) ~ —
4n/) +oo 4n’
n>1

Dong, la série (
n>1
L. ” . o s . L. ”
et la série ) - est divergente. Alors, d’aprés le critére de comparaison la série ) tan (R)

1).

4n

Comme

n>1

est divergente.
e) On peut utiliser la négation du critére de Cauchy. La suite partielle (S,,), oy n'est pas de
Cauchy (et par conséquent n’est pas convergente) i.e.,
Je>0,VneN: 3 (p,q) N’ (p>qg>n) et |S,— S, >
<X 1 2(p—2) 1

> 6

Z 2k +1

k=n+1
Donc, d’aprés la négation du critére de Cauchy, la série > ﬁ est divergente.
n>1

>
2n+2p+1

vn—1 n+1
£) nz>lmarctan Vnt+1)”
Comme
1 n+1 n _ 1
arctan ( 2t ) ~ ~ =
<3n4+1 +oo Vnitl +oo n3 n3 Vn—1 arctan n+1 ~ L
n-1 _ 1 n2+1 Vi1 ) 400 nt
n2+1 4oo VN
5 P vn—1 n+1
¢ < 1). Dong, la série marctan ( 3n4+1> est

et Y -L diverge ( série de Riemann o =

n>1m
divergente.
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2) Pour montrer la convergence d’une série numérique, on peut utiliser les critéres de conver-
gence.
a) La suite partielle (S,), oy est de Cauchy (et par conséquent est convergente) i.e.,

Ve>0,In. €N :V(p,q) €N? (p>qg>n)et|S,—5,<e

On a . .
n+p n-p
cos (kx) 1 1 1 1
ZTSZ?:2n+1(1+§+"'+2p—1)
k=n+1 k=n+1
2 1
~ gntl (1-27) < on”
Done, d’apreés le critére de Cauchy ( lilf () = 0), la série Z = m) est convergente.
n—-+0oo

b) La suite partielle (S,),, oy est de Cauchy (et par consequent est convergente) i.e.,

Ve>0,3n. eN:V(pg) EN*(p>qg>n)et|S,—5,|<e.

n+p n+p 1 1
<> - 2 ()

1 1 _ 1
n+l n+p+1 n+1

k=

N IR sin(nx)
Donc, d’aprés le critére de Cauchy ( ngrf (n +1) 0), la série Z w1 st convergente.
e) On pose u, = W Comme
1 1

Vn > 1,

<
(2n _ 1) 22n—1 — 22n—1’

et la série

Zgzn 1= ZQQn Z( )

n>1 n>1 n>1

L, n L, . . L
est Convergente ( de sort que la série Z (%L) est une série geometrlque converge). AIOYS,
n>1

d’aprés le critére de comparaison la série W converge.
n>
sin(3+(—1)"

— . Comme

e) On pose u,, =

et la série
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est convergente ( Corollaire 6). Alors, d’apres le critére de comparaison la série > M;#
n>1
converge.
In(n)+sin(n) __ In(n)+sin(n)
f) ngl n2+21ln(n) ° On pose U, = n2+21ln(n) °
En utilisant le développement limité de w,, au voisinage de +o0, on obtient
In (n) + sin (n) In (n)
n?+2In(n) 4o n?
D’aprés, le critére d’intégrale, I'intégrale impropre
Jrool
n
/ (;r) iz,
x
1
converge. En effet, on intégre par partie et comme thgrn # = 0, on obtient
—+00
Jroo1 | " t 1
n(x
( )dx: lim _n(x) + | —dx| =1.
m2 t—+o0 x 1 :L‘2
1 1
Donc, la série z #f:lg) converge.
g) > (1 —cos ( 7). Comme
n>1
(27r> 272
l—cos|{— | ~ —,
n +oo N
et la série 2:—22 converge (série de Riemann a = 2 > 1), alors la série > (1 — cos (£))
n>1 n>1
converge. B

h) 32 on
n>1

arctan (n®) _ 7 o T
o 4 n3 o 4 nd3 — on+1°

Comme la série ) 57 est convergente, alors d’aprés le critére de comparaison la série
n>1

n

3
> % convrerge.
>1

i) 5 Vi (h (2) — 1). Comme

e i (0 (2) 1) v (5) = 5

(série de Riemann a = 3

s . 7-(2
et la série ) NG
n>1

3
> 1), alors la série > arctan(r?) converge.
n

21 4n3
>1 +

Exercice 3. Trouver les valeures de a pour lesquelles les séries suivantes sont convergentes
> (1 —nsin (%))a, > (arctan (%) —In (1 + %))a, > (ch (%) — cos (%))a
n>1 n>1 n>1

> <e}1“’s(%) -1- l>a7 > —3n2+1n;3n2717 > <eﬁ —\/1+sh (%))a

n
n>1 n>1 n>1
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Solution : 1) > (1 — nsin (%))a . En utilisant le développement limité de w,, au voisinage
n>1

de +o00, on obtient

1 . 1 @ 1
—nsin | — ~ )
n +oo Gan2e

o L. . «
DOHC, comme la série E n% est Convergente pour o > %, alors la série g (]_ — N Sin (%))
n>1 n>1
1
converge pour « > 5

2) > (arctan (%) —In (1 + %))a En utilisant le développement limité de u,, au voisinage de
n>1

+00, on obtient

D’ou

1 1 « 1
arctan | — | —In 1+ — ~ .
n n +oo N

Donc, comme la série ) n% est convergente pour o > %, alors la série ) (arctan (%) —In (1 + %))a
converge pour o > %.@1 =

2) (e% cos(3) _ 1 — %)a En utilisant le développement limité de wu,, au voisinage de +o0,

on nozbltient

[ Q) )]
[ ()4 )]
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En appliquant cos (l) =1- # +o0 (#), on obtient

n

Leos(L @
Donc, comme la série Y —= est convergente pour a > 3, alors la série Y (en cos() 1 — Tll)
n>1 n>1

converge pour o > 3.
3) > (ch () = cos (%))a En utilisant le développement limité de u,, au voisinage de +oo0,

n>1
on obtient
(4 ()= ()
U, = |ch|{— ) —cos|—
n n
=1+ L + L -1+ L + L "
N 2n2 © n? 2n2 ° n?
1 1 @
(ch (l>—cos (l)) ~ %
n n +oo N

L . 1 1 ) 1 1)\
Donc, comme la série glm est convergente pour @ > 3, alors la série 21 (ch (;) — €08 (;))
n> nz

converge pour o > %
4) 23—m2+1n—a3 V=l En utilisant le développement limité de wu, au voisinage de +oo, on

n>1
obtient
VN +1—-vn? -1
Uy = v
Vi (e k= y- %)
— s
VP (4 g —gatola) 1+ 50+ g +0(a))
— -
V2 (52 + 0 (31))
— s
D’ou
V2 (s +o(m) 2 1
na +003na+%‘

P , . Y2 ¥m2_
Donc, comme la série Y — est convergente pour a > %, alors la série Y %
n>1

n>1n"

converge pour o > %

+1 3
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5) > (eﬁ —4/1+sh (%)) . En utilisant le développement limité de w, au voisinage de
n>1

~+00, on obtient

1 1
un:<e2n— 1—|—sh<—)>
n
1+ ! + ! + !
= —_— —_— 0 — J—
2n  8n? n?

et comme

Alors

Par suite
1 N 1 “ 1
Up= | — 4o — ~ —
4n? n? +oo (4n?)

L - s . Y2l ¥n2_
Done, comme la série Y —L est convergente pour a > 3, alors la série ) YH-vn—1
n>1m 3 n>1
1
converge pour o > i.

Exercice 4. Etudier la nature des séries suivantes a 1’aide des régles de d’Alembert, Cauchy
et d’intégrale :

1 7T 1-3-5---(2n—1) (3n)!
2(27”1)!’;”’1"m (7o) X5 ’Z(n!)3.43n'

n>1 n>1 n>1

2

n n \" n?+5\" 6n+1)\2
22 <n+1> ’n221<n2—|—6> ’nzzl(fm—?))

n>1
1+n)? 1 n+1
- 1 .
Z(1+n2> ’ nz\/ﬁn(n—1>

n>2

1
(n+1)In*(n+1)

(V]
N
| ot
~_

|

n>2

Solution : 1) ) m D’apreés la régle d’Alembert, on a
n>1

. un+1 . 1
| = 1 —— % (2 !
n41>I+Iloo Uy, nﬁlinoo (271 + 3)! ( n )

1
y
nrroo (2 + 3) (2n + 2) (20 + 1)!

X (2n + 1)!
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1
nrioo (20 1 3) (2n + 2)

Dong, la série Z n +1, converge.

2) > ntan (2n+1). D’apreés la régle d’Alembert, on a

n>1
TR S, (n+1) tan( T )
n—+oo Uy, n—+o00 ntan(Qﬂ )
Comme
n—|—1N1 ot tan(2n+2) Ngn%_l
n 4o ntan (355) +o w2
Alors
n—+oo  mtan (2n+1) 2
Par suite
n (n+ 1) tan (5% 1
lim 2= (7=) 1,
notoo U, netoo  mtan () 2
Dong, la série ) ntan (Qn%) converge.
n>1
3) ;1% D’apreés la régle d’Alembert, on a
n 1-3-5---(2 1 3" - nl
lim 2~ fim (n+)>< n
n—too U,  notoo  30FL.(p 4 1)! 1-3:5---(2n—1)
. 1:3-5---(2n—1)(2n+1) 3" - nl
= lim X
n—+00 3n-3-(n+1)n! 1-3:5---(2n—1)
2n+1 2

w3 (n+1) 3

- 1.3:5-(2n—1)
Dong, la série Y === converge.

3n.n!
n>1
4) Z (n, . D’aprés la régle d’Alembert, on a
| 13 . 43n
lim 27— Jim (8n + 3)! (nt)” - 4

3 X
n—+oco Uy, n—+oo ((n + 1)) - 43n+3 (3n)!

3n(3n+1)(3n+2) (3n+3) (n!)? . 437

= lim 3
notoo ((n+1)nl)” - 437 . 43 (3n)!
3 1) (3 2)(3 3 27
_ 1_1>1}r1 (3n + )651(n+ )§n+ ):6_4<1.
n—+o00 n+1)
Dong, la série Z — converge.
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2

5) 212” (niﬂ)n . D’aprés la régle de Cauchy, on a

TL2
Donc, la série Y 2" (-25)

P converge.
n>1

n3
6) > (Ziig) . D’apreés la régle de Cauchy, on a

n>1

n—-+oo n——+o00 n24+6

2 n?
lim u, = lim { <n +5)

7Z2
n®>+5
= lim
n—4oo \ 12 + 6
?’L2
o+ 3)" e
- l—lgl 6 \"* EAa
B ) A

3

s 2 n
Donc, la série Y <2212) converge.
n>1

D> (%)% (%)TH D’aprés la régle de Cauchy, on a

n>2
. o f6n+1\2 5
lim ¢u,, = lim —
n—+oo n—+o00 5n — 3 6

NV
— lim (2) (2) = (2 1.
nigk)<5) (6> (6) <

no . 2

Donc, la série ) (%)72 (2) 2 converge.
n>1

8)

[V
7N
Ut
~__
“|

> m D’aprés le critére d’intégrale, 'intégrale impropre
nZQ n n-(n

“+oo

1
/kx+nm%x+mm”

1

converge. En effet, on a
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“+o0

dr = lim
t——+o00

/ 1
(z+1)In* (1 +2)

1

lim
t——+o0

lim

t——+o0

= lim
t——+oo

Dong, la série Z converge.

(n+1) 1n (n+1)

14+n

9) Z>:1 (1 +nQ) ) D aprés le critére d’intégrale,

nz

+o0

M oo

1
/ (ac~|—1)1112(1—1—33)d917

1

rd (In® (1 + z))

In* (1 + )

I'intégrale impropre

converge. En effet, on a

1+2\2
/(1+x2) o
1

400 9 +00 t
1+ 1+ 2z + 22 : 1+ 2z + 22
5 dl': — = hm —
1+ (1+ 22) t—+o00 (1+ 22)
1 1 1
rot ) t
1 2
= lim /Lde+/—x2da7
e | (1+ 22) (1+ 22)
= lim / /
t——+o00 1—|—x2 1—1—]72
B 1
1 t
= lim arctan
t—+o00 1—|—;U2)
|
== —04+=-==4-.
2 4 + 2 2 + 2

Donc, la série z (”“2) converge.

10) S+ Z=1n ("H) La fonction f : x +— \/5 In (££1) est continue et décroissante sur [2, +oo|.

n>2

D’aprés le critére d’intégrale, la série > — 7 In (%}) et l'intégrale f2

n>2
de méme nature.

l (“1) dz sont

En utilisant le développement limité de f au voisinage de +00, on obtient

f(w):ﬁ

1 (x+1>
—1In
r—1
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[ln (x+1)—In(x—1)]

D’ou ) ) )
=—1 1) ——1 -1 ~ —=

fa)=zhle+) - o=h-1) ~

Donc, comme f;oo “-dx est converge ( intégrale de Riemann avec a = % > 1), alors
x2
f;oo \/Lg In (££1) dz converge.
Ainsi, la série fln (1) est convergente.
n>2

Exercice 5. Etudier la convergence et la convergence absolue des séries suivantes :

Z SlIl nz ( \/_ Z

n>1 n>1

O B ). e (e

n>1 n>1

:‘H

)

. . sin(n)
Solution : 1) 2 On a
sin (n 1
Vnd ns
Or la série ) Y. -4 est convergente, alors la série Si\;(%) st absolument convergente, ainsi
n

n>113 n>1
elle est convergente.

2) nz;l%ﬁ En multipliant et en divisant par n — (—1)" \/n, on obtient
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D’une part, d’aprés le théoréme d’Abel, la série 21% est convergente.
n>
D’autre part, on a
1 1
=R
nz —y/n t° n2
1 1

et comme la série ) —5 est convergente, alors la série ) — a termes positifs est conver-
n>112 n>1n2—vn

gente.

Par suite,
n>1

3) > % D’aprés Leibniz, on a d’une part

n>1

" -
— D7 est la somme de deux séries convergentes, donc elle est convergente.
nH(—1)"/n g

lim u, = lim In (n)

=0.
n—-+o0o n—-+oo \/ﬁ

In(z)

D’autre part, la fonction f : z+— =% est dérivable sur ]0, +-00[ et sa dérivée est définie par

F =2,
~ 2—In(x)
2w

D’ou, la fonction f est décroissante sur |e?, +o0o[. Cela veut dire que la suite (u,,) est décrois-
sante sur ]e?, +o0.

<0< x>e

/' (@)

Donc, D’aprés Leibniz la série > L\/%n(") est convergente.

n>1

4) 3 (=)t }VZ 121 D’apreés Leibniz, on a d'une part
n>1

3/ 1 3
lim u, = lim nt li vn

= lim =0.
n—-+o0o n—s+00 \/ﬁ +2 n—-+o00 \/ﬁ

D’autre part, la fonction f : z — \vaf 121 est dérivable sur |0, +oo[ et sa dérivée est définie

e _ —x+4yx — 3
6(vz+2) (Vo+1)' v

[ (@)
Sur ]0, +o0[. On a

_ —x +4y/x — 3
6(vi+2) (Vet+1) Vo

D’on, la fonction f est décroissante sur |9, +o00| et ]0, 1[. Cela veut dire que la suite (u,,) est
décroissante sur ]9, +00[.

< . . L. 13
Donc, d’aprés Leibniz la série S (—1)"" f—vgg est convergente.
n>1

f' () <0exel0,1[U]9,+o0l.
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Cependant, la série

n+1 vn + 1 vn + 1
Sl = S E - DA - T
n>1 n>1 \/ﬁ+2 n>1 \/ﬁ+2 nZl\/ﬁ+2
est diverge. En effet
v+ 1 1
\/ﬁ + 2 40 né '
Comme la série Y -4 diverge alors, la série Z fvn j:; diverge.

n>1”6

. P n+l ¥n+l
Par suite, la série 21 (—1) Jita est sem1—convergente.
n

5) > In ( f) En utilisant le développement limité de u, au voisinage de 400, on

obtient .
U, = In (1 + 2%)
-G (&)
Gk
+o0 92
(="

est semi-convergente, alors la série ) In <1 + 35 W) est semi-
n>1 n

D’ou

Unp,

="
23/n2

Comme la série )
n>1
Convergente

6) Z lng(Hn <1 — cos (\%)) Puisque

o))

sin (t) <t, Vt eR.

sttt - () - e

et

A lors, on a

et
2(-1)" s’ () ! 1
|un| - D) S ) S 2 .
In* (1 +n) nln*(1+n) — (1+n)In"(1+n)
Comme ) m est convergente (voir 'exercice précédente). Alors la série

n>1

S ()

est absolument convergente.
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Exercice 6. Etudier la nature de la série de Bertrand suivante

Z; (o, B) € R2.

B J
=in*In” (n)
Solution : On pose u, = W(Hn)' Premiérement nous donnons un tableau qui montre
la limite du terme général u,, selon « et 3.
a>0 a=0 a<0
6>0] lim u,=0 lim u, =0 lim wu, = +00
n——+00 n——+00 n——+0o0o
6=0]| lim u,=0 lim u, =1 lim wu, = +o00
n—-+o0o n——4oo n—-+oo
<0| limwu,=0| lim u, =400 | lim u, =+
n—+o0o n—+oo n—+oo

D’aprés le tableau précédent et la négation de la condition nécessaire de la convergence, il
est clair que la série de Bertrand

Z; (a76> €R27

=in” In? (n)’

est divergente pour a < 0, a=0et g <0.
Pour a =0 et > 0. On a la série

1
ZW’ feR,

n>1

est divergente. En effet, comme

] +o0, st <0,
lim =4 1,, st 3=0,
n—>+<x>1n'3 (n) ) B
0, st 3 >0,
alors, la série est divergente pour 5 < 0.
Pour 8 =0, on a
1 B
= 1
lm —i =l 2
n—-+o0o P (n) n—-+oo n

Or la série ) < est divergente, ainsi d’aprés le Corollaire 2, la série > m diverge.
n>1 n>1

Pour a@ > 0 et 8 > 0. En effet

1
n®1nf(n 1 B
lim —11 ™ — fim = (n)

n—-+o0o —_ n—+00 n
n(!

=0.

Alors, pour o > 1 la série de Riemann n% converge et et donc d’aprés le Corollaire 2, la
n>1

L, . 1
série de Bertrand 2;1 mmA g converge.
n>
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Pour 0 < a < 1,o0na

1 B
= In
lim —4— = lim 1( ):0.
n—+o00 ———— n—+oo ML
no In®(n)

Or la série Z est divergente, ainsi d’aprés le Corollaire 2, la série de Bertrand Z Wﬁ(n)
nZl

diverge.

Pour o = 1, la fonction f : 1+() positive continue et décroissante sur [2, +00[, et
dx et la série Z sont de méme nature. Or, si  # 1, on

donc l'intégrale f;

15() 1’3()

+00 1 +00
/de = / In~? () d (In (z))
xln” ()
2 In(2)
+oo
— -8
= nl_l)I_iI_loo In™ (z)d (In (z))
In(2)
B [ln(;#, st 3> 1.
~+00, st < 1.

Si f =1 la série Z

— ( ) diverge.

Ainsi, sia =1, oua > 1 et § > 1, la série de Bertrand Z %ﬁ()

o) dev1ent une série de Riemann Y -
n>1

converge.

Pour a > 0 et 8 = 0, la série de Bertrand Z -1 — L

qui est convergente si et seulement si o > 1.
Pour a > 0 et 8 < 0. En effet, pour tout € > 0, on a

1
n®1nf(n 1
hnl ——iTl—l-— hHl e ::0.
n—-+oo e n—)—l—oonﬁln ( )

D’ou, comme la série ( série de Riemann) Y —L— est convergente si et seulement si v—e > 1

n>1
(il suffit de prendre par exemple € = C’T’l ), alors, la série de Bertrand nz;lm converge.
Sia<1. 0Ona -
o 1
lim —%— = lim In” (n) =0.
n—+o00 ———— n——4oo
n 1nf (n)

Or la série Y L est divergente ( série de Riemann pour o < 1), ainsi d’aprés le Corollaire 2,
n>1n

la série de Bertrand Z al—ﬁ diverge.

Comme un résumé des résultats obtenu ci-dessus la série de Bertrand ) W converge
n>1

(n)
si et seulement si @ > 1 ou biena=1et g > 1.



Chapitre 2

Equations différentielles ordinaires

2.1 Préliminaires et vocabulaire

Une équation différentielle est une équation dont I'inconue est une fonction. Cette fonction
est a priori définie sur une partie de R, son domaine de définition, et est a valeurs réelles,
ou complexes. Si on ne précise pas, I'inconnue est une fonction a valeurs reelles et résoudre
I’équation signifie trouver toutes les solutions a valeurs réelles. La fonction inconnue est
en général notée y (parfois f). La variable est habituellement =, ou t. L’équation est une
relation entre la fonction y, plusieurs de ses dérivees, et potentiellement d’autres fonctions.
Un exemple simple

v (x) +vy (z) = cos (z) .
On ne note pas toujours la variable  dans ’équation différentielle : par exemple, on peut
parfois écrire
y'+1y = cos(z).

Lorsque I'on résout une équation différentielle, on cherche en general des fonctions définies
sur un intervalle de R le plus grand possible. Il n’existe pas toujours des solutions définies
sur R, pour des raisons diverses, evidentes ou pas. Il y a parfois des raisons plus subtiles qui
peuvent emppécher 'existence de solutions sur R.

Une fois que l'on s’est fixé un intervalle I C R, résoudre 1’équation sur I c’est trouver
toutes les fonctions y : I — R qui vérifient 1’équation. L’ensemble de toutes les solutions
peut-étre vide, fini, ou infini, et il est parfois paramétre par plusieurs paramétres réels, ou
complexes. Par exemple, I’ensemble des solutions de I’équation y” = 0 est l'ensemble (de

fonction)
{t—=X+p AeR, peR}.

Dans la suite, on va s’intéresser a une liste précise d’équations, que 1'on peut résoudre
assez facilement.

Définition 11. Une équation différentielle est une équation étabilssant une relation entre la
variable indépendante z, la fonction inconnue de x, y = f () et ses dérivées y, v, y", . .. Ly,

Symboliquement, une équation différentielle est :

F(z,y,9.y",...y™) =0.

20
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Lorsque y est fonction d'une seule variable z, ’équation différentielle est qualifiée d’ordi-
naire.
Dans ce qui suit, il ne sera question que d’équations différentielles ordinaires. Les équa-
tions différentielles concernant des fonctions de plusieurs variables, sont des équations diffé-
rentielles aux dérivées partielles.

Définition 12. L’ordre d’une équation différentielle correspond a l'ordre le plus élevé des
dérivées contenues dans 1I’équation.

Définition 13. La solution ou l'intégrale d’une équation différentielle est toute fonction
y = f(x) vérifiant identiquement cette équation.

2.2 Equations différentielles lineaires d’ordre n :

Définition 14. Une équation différentielle d’ordrte n est dite linéaire si y et ses dérivées
sont du premier degré de la forme :

avec ag, ai,- - ,a, et f(z) sont des fonctions de x ou des constantes.

Remarque 9. (i) Si f (z) = 0, équation est dite homogeéne (sans second membre). Et inver-
sement si f (z) # 0, elle est non homogeéne.

(77) En économie dynamique, la variable indépendante est le temps ¢. On considére ainsi les
équations différentielles de la forme :

I (t,y, y/) y//’ cee y(")) = 0’ avecy = f (t) mconnue.

2.2.1 Equation différentielle lineaires d’ordre 1 :
2.2.1.1 Forme de I’équation :

Ce sont des équations différentielles du type : ¢y + a(x)y = b(z), (FE), ot a et b sont
des fonctions numériques.

Exemple 32. L’équation 3y’ — 4y = 0 est une équation différentielle d’ordre 1 linéaire a
coffecients constants, homogéne. On dit aussi sans second membre, au lieu de homogéne.

Exemple 33. L’équation ¢y — 4xy = 0 est une équation différentielle d’ordre 1 linéaire a
coffecients non constants, homogéne.
2.2.1.2 Résolution de I’équation sans second membre

Il y a toujours au moins une solution sur R : En effet, la fonction nulle y = 0 est toujours
solution de (F).
Par ailleure, si y # 0, alors

y+a(@)y=0s>=—a(z)
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@/%——/a(x)dm

(:)ln|y|:—/a(x)dx+k, keR
sy=Ce Jo@d O ecR,

2.2.1.3 Reésolution de I’équation avec second membre

(1) Soit yo est une solution de (F). Pour une fonction y est une solution de (F) il faut
et il suffit qu’il existe une fonction y; solution de ’équation différentielle homogéne telle que

Y ="Yo+uy-
Si on a trouvé une solution particuliére yo de (E), on obtient directement la solution générale
de (E) en ajoutant a yp, la solution générale de 1’équation différentielle homogéne.

(17) Méthode de variation de la constante :  On cherche a résoudre ’équation dif-
férentielle v + a (z)y = b(x) (E), Si y est une solution de ’équation différentielle homo-
géne y + a(x)y = 0 alors, la méthode de variation de la constante consiste a rechercher
une solution particuliére de I’équation différentielle avec second membre (E) sous la forme
z— C(2)y ().

Exemple 34. On désire résoudre
vy +y=2+4+2z (E).
On commence par résoudre I'équation différentielle homogeéne associée
Y +y=0.
Cette équation a pour solution générale
y=Ce ™ CeR.

On utilise la méthode de variation de la constante : On recherche les solution de 1’équation
(E) de la forme
y=C(x)e™,

ou C' est une fonction de z, dérivable, inconnue.
En dérive y, on a
Yy =C'(x)e ™ —=C(x)e®,

et en reportant y et 3 dans léquation (£), on obtient
C'(x)e ™ =C(z)e ™+ C(x)e ™™ =2+ 2u,

d’ou
C'(x)e™ =2+ 2z,

on intégre par parties, on trouve

Cx)=2zx+e"+k, keR
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Finalement, I'ensemble des solutions de I’équation différentielle (E)( la solution générale de
(E)) est
y=Cx)e "=Q2x+k)e®, kekR

Exemple 35. On désire résoudre
Y +4y =e Ysin(31), (E).
On commence par résoudre ’équation différentielle homogéne associée
y + 4y = 0.
Cette équation a pour solution générale
y=Ce ™ CeR.

On utilise la méthode de variation de la constante : On recherche les solution de I’équation
(E) de la forme
y=C(z)e™,

ou C' est une fonction de z, dérivable, inconnue.
En dérive y, on a
y =C (z)e ™ —4C (z) e,

et en reportant y et ¢y’ dans léquation (£), on obtient
C'(x)e™ — 40 (z) e +4C (z) e * = e *sin (37),

d’ou
C' (x) = sin (3x),

on intégre par parties, on trouve
1
C(x)= —3 cos (3x)+k, keR.
Finalement, I’ensemble des solutions de I’équation différentielle (E£)( la solution générale de

(E)) est 1
y=C(z)e ™ = (k: — —gcos (3x)) e keR.

2.2.1.4 Quelques types d’équations différentielles du premier ordre :

1) Equations différentielles a variables séparées :

Définition 15. Soient J C R, K CR, f : I - Ret g : K — R deux fonctions continues.
Une équation différentielle est dite a variables séparées si elle est du type
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Méthode de résolution : Pour résoudre I'équation (F), on peut séparer deux termes l'un
dépendant de y seule et 'autre dépendant de = seule. En effet,

(E) =gy = f(2),

ou g (y) ne dépend que de y et f (z) ne dépend que de x, peut étre écrite sous la forme :

= g(y)dy = f(z)dz.

Dans cette dérniére écriture, les deux variables y et x sont séparées. La solution est :

/g(y)diU:/f(x)dx+C’, C eR.

Exemple 36. Soit 1’équation différentielle 3/ =z, (FE). On sépare les variables, on a

dy

/

— = — =
xr d;(; xr
= dy = dx

= /dy = /xdm.
1
=>y:§x—|—c, ceR.
Donc, la solution générale de (E) est 32 +¢, ¢ € R. Sont la famille des droites d’équation
Yy = %x +c¢ ceR

Exemple 37. Soit I’équation différentielle xy’ =y, (E). On sépare les variables, on a

/

1 d d
y _1_ dy _dv

) z ) Z
= Inly| =In|z| + ¢
=y=kx, keR.

Dong, la solution générale de (E) est y = kz, k € R. Sont la famille des droites d’équation
y=kr, keR.

Exemple 38. Soit I’équation différentielle ¢’ = y + 2, (F). On sépare les variables, on a

d
1= Y
y+2 y

dx

=hly+2=x+c¢
=y=ke"—2, kekR

Dong, la solution générale de (E) est y = ke —2, k € R. Sont la famille des courbes
d’équation y = ke — 2, ke R.
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2) Equation différentielle exacte :

Définition 16. Une équation différentielle de la forme f (x,y)+v'g (z,y) = 0 ou de la forme

équivalente : f (z,y) +%g (z,y) = 0 est dite exacte 8'il existe une fonction u (z,y) telle que :

du = ugde + uydy = f (x,y) dx + g (x,y) dy.

Cette équation différentielle est donc exacte si elle est la différentielle totale de quelque
fonction, d’out du = 0. Sa solution est u = C, C € R.

Exemple 39. On désire résoudre
(2zy + 3y®) dz + (2 + 6zy — 3y*) dy = 0.
C’est une équation différentielle exacte, on pose
f(z,y) =22y +3y% et g(z,y) =2+ 62y — 3y°.
D’ou
of (z,y) g (x,y)

oy T+ 0y, e 7 T + by

Ce qui montre que la partie gauche est une différentielle totale d’une fonction u (z,y). Pour
cette fonction, on a

ou(x,
% = 2xy + 3y° u(z,y) :$2y+3my2+<,0(y)
—6“é§’y—) = 22 + 6zy — 3y? %ij) = 2% + 6zy — 3y

{ u(z,y) = 2®y + 3zy* + ¢ (y)
= ou

2ol = 2 + 6y + ¢/ (y) = 2* + 6y — 3y?

N { u(z,y) =2y + 3zy° + ¢ (y)
' (y) = —3y°

= u(x,y) =2y +3zy° =y + X, AER.
Donc, la solution de I’équation est

22y +3xy° —yP=C, CeR.
Exemple 40. On désire résoudre

(3y° + 2y + 2x) dz + (6zy + 2° + 3) dy = 0.
C’estbune équation différentielle exacte, on pose
f(z,y) =3y* + 22y +22, et g(x,y)=6xy+az>+3.

D’ou

of (z,y)

0
=2x + 6y, et Mz?:v—l—(iy.
oy ox
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Ce qui montre que la partie gauche est une différentielle totale d’une fonction u (z,y). Pour
cette fonction, on a

Qules) — 22 4 6ay + 3 ues) — o 4 Gy + 3

{ PG = 2wy + 3y 42w { u(a,y) =2’y +3ay’ + 2 + ¢ (y)
Oy

Ou(z,y)

u(r,y) = 2%y + 32y° + ¢ (y)
S =27+ 6ry + ¢ (y) = 2% + 6y + 3

¢ (y) =3
= u(r,y) =2’y +32y° +2° +3y + )\, AER.

:{ u(z,y) = 2%y + 3zy* + ¢ (y)

Donc, la solution de I’équation est

vy + 3zt + 2 +3y=C, CER.

3) Equations différentielles homogénes en x et y : Ce sont des équations différentielles
du type : ' = f(£), (E), ou f : I — R est une fonction continue.

Meéthode de résolution : Pour résoudre I'équation (F), on introduit la fonction auxiliaire
r—t=2etona
y =tr+t.

On repporte y et y' dans (£), on obtient

x f(t)—t:ar;7

(E') est une équation différentielle & variables séparées.

Exemple 41. Soit I'équation différentielle 2%y’ = 2y — y*, (E). On a

c T
On pose
t=2 oy =tett.
x
On repporte y et y' dans (£), on obtient
t’a::ﬂ«:)t—lzl r#£0,t#£0, (F)
t2 x? ) ) *

(E") est une équation différentielle a variables séparées. On sépare les variables

dt_dx

[

(E) <
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-f4- [

= =3 =In|z|+c

1
>t=——— k € R.
In |kz|’

Dong, la solution générale de (F) est y =tz = — ikl
Exemple 42. Soit I'équation différentielle v/ = ez + 4, (E). On pose

t:y;»y’:t’xﬂ.
x
On repporte y et 3 dans (E), on obtient
te+t=c+tete=¢, (F).

(E') est une équation différentielle & variables séparées. On sépare les variables

(E’)(:)dt dx
:>/ e ldt = /
=lIn|z|+¢c
1
—t 1 -
=€ n|lm|
1
=t=—In(ln— k e R.
()

Donc, la solution générale de (F) est y =tx = —zln <1n er |) ke R.

3) Equation de Bernoulli (découverte et résolue par Jacques Bernoulli (1759 —
1789)). Soient a : I - Ret b : I — R deux fonctions continues dans I C R.

Définition 17. L’équation différentielle y' + a (x)y = b(z)y™, m € R —{0,1} est dite de

Bernoulli.

Méthode de résolution : On pose z (z) = y'™™ (), dou 2’ (z) = (1 —m) v (z) y~™ (z).
En divisant I’équation de Bernoulli par 4", on obtient :

y—;+a(x)im:b(x)<:)

/ —
, y p—l +a(x)z=>b(z),

qui une équation linéaire de premier ordre non homogéne. On la résout par la méthode de
la variation de la constante.
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Exemple 43. On va résoudre 1'équation différentielle ¢/ + I%m =—(1+z)yt

On pose z (x) = thz). En considérant y > 0. On obtient

1’+ L (1+x)
—=Z z=— x).
3 1+=x

Cette équation de premier ordre linéaire non homogeéne admet la solution générale suivante :
z=c(1+2)’=3(1+2)°, ceR

Comme 2 () = ——, alors

y3(x)
1 1
y(z) = ¢ = , ceR
z(z) '\3/0(1—1—95)3—3(1—1—@2

Exemple 44. On va résoudre 'équation différentielle v + xy = 23y%, (FE).

On pose z (x) = yzix)' Cela donne

1
Z, — _2y—3y/ = ySy/ — _521'

Remplagons y par z dans I’équation ci-dessus (£). On obtient

1, 3
—=zZ +xz=a".
2

Cette équation de premier ordre linéaire non homogeéne admet la solution générale suivante :
2 2
z=x"4+14+ce”, ceR.

Comme z = y%, alors
1 1

Yy=—F/4== ’
VZ o V2 1+ ce??

4) Equation différentielle de Riccati

ceR.

Définition 18. L’équation différentielle de Riccati est une équation de la forme :
Y +a(@)y=>b(z)y”

Méthode de résolution : Il faut connaitre une solution particuliére ¢ de 1’équation de
Riccati. On pose :

z(x) =y (z) —¢(z).
Comme y et ¢ sont solutions de I’équation, on a

2+ o] +a(@)[z+¢] =b(2) [z +¢] = ' +a(2) +b(z) ¢ (x)] 2 = b () 2*.

Cette derniére est une équation de Bernoulli que nous savons résoudre.
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Exemple 45. On va résoudre 1’équation différentielle suivante
xy' + 3y = 2%y° (E).

Cette équation est de Bernoulli avec m = 2. Divison les deux membres par 32, on obtient

WGy o
y: oy
Posons .
r=-=7 = —%.
Yy Yy

On obtient en z I’équation

—x2 + 3z = 22

C’est une équation déffirentielle du premier ordre linéaire dont la solution est
z=(1+kr)2* keR
Donc, la solution général de 1'équation (E) est

1
= ——, keR.
4 (1+ kx) 2%’ €

Exemple 46. On va résoudre ’équation différentielle suivante
22y’ —y = —y*sin (z) (E).

Cette équation est de Bernoulli avec m = 3. Divison les deux membres par y3, on obtient

/

Yy Yy .
2— — = = —sin(x).
vy
Posons . 0/
z===7= ——%.
) Yy

On obtient en z I’équation

1
—xz' + 37 = sin (z) .
C’est une équation déffirentielle du premier ordre linéaire dont la solution est

Lo kmes@ g
T

Dong, la solution général de I’équation (E) est

1
=——— keR.
Y (1+ kx)x? €
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2.2.2 Exercices corrigés

Exercice 7. Donner I'ensemble des solutions des équations différentielles suivantes :

)y —4y=3, zeR.

2)y —4dy =2¢", x€R.

3)y —ytan(z) =sin(z), ze]-3 I
4)y’:y+:v r e R:.

5 (1+2%)y —ay=0, xeR.

6) (1+2)y +ay=—1, y(0)=2, z>-1.
7) 2y — (1 — ztan (z))y = z° cos ().

8) (22 —1)y —ay=—, zeR.

Solution : 1)y —4y =3, z€R.
a) La résolution de I’équation homogéne est ¢y’ — 4y = 0. On a

Y —dy=0&y =4y

Yoy

@/y_':/m
@/@ /M

Sn(y)+c=4z, c¢€eR
Shn(y)+In(c) =42, c¢o=In(c)
< n(ay) =4z
sy = Ce', C:leR
&1
La solution générale de I’équation homogéne est

y = Ce*.

b) On cherche une solution particuliére (singuliére) yo vérifie I’équation 3’ — 4y = 3. Cette
solution s’écrit

Yo =g ()€™
On a

o =9 ()€ +4g (z) ™.

g (z)e* +4g(z)e*™ —4dg(2)e* =3 = ¢ (z)e* =

= ¢ (v) =3¢
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/ x)dr = 3/ e dx
:/ —2/—46_4$dlﬁ

3—1’
= g(x) = e

3 i 4 3
:>g(x):—4—16 Az el =-7

Dong, la solution générale s’écrit sous la forme suivante :

3
y:C’e4x—Z, ou C' € R.

2) Yy — 4y = 2€".
a) La solution de I’équation homogene y' — 4y = 0 est

y = Ce'*,

) On cherche une solution particuliére y, vérifie I'équation yj — 4y = 2¢”. Cette solution

s’écrit
Yo = g (x) ™.
On a
Yo =9 ()€ +4g (z) e’
D’ou

g (x) ' + 4g (z) e'” —4g (z) e =2e" = ¢ () et = 2¢”

Dong, la solution général s’écrit sous la forme suivante :
y = Oe4z o 6—31'

3)y —ytan(z) =sin(z), w€ }—5’%[
) La solution de I’équation homogéne y' — ytan () = 0 est

T
g Vare} BL 2[,Cos(x)>0.

—~| Q

y = C«e—ln[cos(z)] —

b) On cherche une solution particuliére y, vérifie I'équation y, — yo tan (z) = sin (x). Cette

solution s’écrit
o = g (z)
07 cos(z)
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,_ g (x)  g(z)sin(x)
Y= Cos (z) o (x)
D’ou

g'(@) g@)sin(@) 9@ 0y gin (@) > g(2) = cos (2) sin (2)

cos(x)  cos?(x)  cos(x)
1.
=g(x)= 5 sin (x).
Donc,
sin? (z)
Yo =5
2 cos (z)
Par suite, la solution générale est :
C in? C in?
y— sin (a:): 1 + sin (x),ouC&:QC'G]R.
cos (x)  2cos(x) 2 cos (z)
4y =%4+z, zeR:.

Y
a) La solution de I'équation homogene 3 — £ = 0 est

y=Ce"® =Cx, Vae RY .

b) On cherche une solution particuliere gy, vérifie 'équation y' = £ 4z, z € R}. Cette
solution s’écrit
o = ag (v) = z°.
Par suite, la solution générale est :
y=Cx+z* ouCeR.
5 (1+a22)y —ay=0, xeR.
a) La solution de I’équation homogene (1 + z?)y’ — zy = 0 est
Yy = Cern(1+2?) — CvV1+a2 VreRi.
6) (1+2)y +2y=—1, y(0)=2, x>-1
a) La solution de I’équation homogeéne (1 + )y’ + 2y = 0 est
_ Ce”
YT e
b) On cherche une solution particuliére yo vérifie 'équation (1 +x)y + xy = —1. Cette
solution s’écrit
g(z)e® e "e” 1

Yo = l+z 1+z 14z

Par suite, la solution générale est :

1+ Ce*
V=T1iz
+x
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c) Par la condition initiale y (0) = 2, on va déterminer la constante réel C. On a

1+ Ce°
y(0) 140

= (C=1.

Dong, la solution générale est :
L+t

v= 14+a

7) On désire résoudre

ry — (1 —xtan (x))y = 2°cos (v), (E)

bn commence par résoudre I’équation différentielle homogéne associée
zy — (1 —ztan (z))y = 0.

Cette équation a pour solution générale
y=C|xcos(x)|, C €R.

On utilise la méthode de variation de la constante : On recherche les solution de I’équation
(E) de la forme
y = C(x) |z cos ()],

ou C' est une fonction de z, dérivable, inconnue.
En reportant y et y' dans léquation (F), on obtient

' (2) = x cos () e
|z cos ()]
oue=1oue=—1
Onae=1,si

xG}—Qkﬂ—‘%,—Qkﬁ—g[, k eN,

ou

Onae=—1,si

on integre, on trouve
Cx)=e+r, rekR

Finalement, I’ensemble des solutions de I’équation différentielle (E)( la solution générale de
(E)) est
y=(r+ex)|zcos(x)], reR.
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8) On désire résoudre
(2*=1)y —ay= -1, (E)

On commence par résoudre I'équation différentielle homogeéne associée a (E),
(2= 1)y —zy=0.

Cette équation a pour solution générale

C
y=——-= CcR
|22 — 1]

Cela, veut dire qu’on a

_{\/%7_1, 51 |ZL'|>1,
y= c

\/TT’ s? |l’| > ]_,
ou encore c
Yy=————, ete=1,s x| >1oue=—-1|z| <1
e(z?2—1)

On utilise la méthode de variation de la constante : On recherche les solution de I’équation
(E) de la forme
C ()

y:—m,

ou C' est une fonction de x, dérivable, inconnue.
En reportant y et y' dans léquation (F), on obtient

(2 -1)C"(x) V) = Ve —1)
e(x2—1) 1= )= 2—-1 7

oue=1oue=—1.
On en déduit que

C(z)=

argch (x) +r, si |z] > 1,
arcsin (x) +r, si |z| > 1,

our e R.
Finalement, I’ensemble des solutions de I’équation différentielle (E)( la solution générale de
(E)) est

r+arcsin(z)

)= —Ha%c_hl(x) +r, sz >1,
T 1 stz > 1

our e R.
Exercice 8. On considére I’équation différentielle
2|y + (x — 1)y =2

1) Donner I'ensemble des solutions de I’équation précédente pour x € |0, +ool.
2) Donner I'ensemble des solutions de I’équation précédente pour x € |—o0, 0.
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Solution : Pour z € |0, +00[ I’équation est

r—1 9

:vy'+(:v—1)y:x3<:>y'+ y=uxz°, (F).

a) L’équation homogéne est
, o —1
y +

y = 0.

D’o, la solution générale de I’équation homogéne associée a (E) est

y=Crxe ™.
b) Une solution particuliére est
Yo = g () e~ T,
avec g primitive de
f(z) = ze®.
D’ou
g(x)=(x—1)e "
Donc

Yo = g (x) e” @@ — g (z —1).
Par suite, la solution générale est
y=Cre " +yy=Cre *+z(z—1), z€]l0,+o0].
2) D’une maniére similaire, on trouve la solution générale dans le deuxiéme cas

—Ke ™+ 22 4+322+6x+6
y= . , x €]—00,0[.

Exercice 9. Résoudre les équations différentielles suivantes :
1) y’:y(l—x%).

2) ¢y = ycos (z).

3) (2 + 1)y = zy.

4y =z (> +4).

Solution : 1)y =y (1 — %), (E). On sépare les variables, on a
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= y=ke"ts, keR
Dong, la solution générale de (E) est y = ke*t:, k € R. Sont la famille des courbes
d’équation y = ke**=, ke R.
2)y =ycos(z), (FE).On sépare les variables, on a

/
d
L = cos (x) = %Y = cos (x)dx

Y Y
d
é/—y:/cos(x)da:
Y
= In|y| =sin(z) + ¢
=y = kesin(a:)’ kL eR.
Donc, la solution générale de (E) est y = ke"(®) k€ R. Sont la famille des courbes

d’équation y = ke'™®) ke R.
3) (z2+ 1)y =2y, (F). On sépare les variables, on a

/
d
y_ e Ay
y x2+1 y x?+1

dy x
29 _ d
:>/y /x2+1$

:>1n|y|:%1n(x2—l—1)+c

=y=kva?+1, keR.

Dong, la solution générale de (E) est y = kva?2+1, k € R. Sont la famille des courbes
d’équation y = kva?2+1, keR.
4)y =z (y*+4), (F).On sépare les variables, on a

1
= arctan (y) = 5:172 +c

:>y:tan(kx2), ke R.
Donc, la solution générale de (E) est y = tan (kz?), &k € R. Sont la famille des courbes
d’équation y = tan (kz?), ke R.

Exercice 10. Donner ’ensemble des solutions des équations différentielles suivantes :

1) 4z —y)y =22 +y.
2) zy =y + zcos? (£).

3) (xy —y)* =y + 4a”.
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Solution : 1) (dx —y)y' =2x+y, (E).Ona
2+ Y
(BE) =y ==
On pose
Y

t===qy =to+t
x

On repporte y et 3’ dans (E), on obtient

2+t t 1
/ — _ 2 !
tx+t—4_t(:>t2_3t+2—5,t—3t+27é0,:1:7é0, (E').

(E") est une équation différentielle a variables séparées. On sépare les variables

(4—t)dt dx
2-3t+2 =z

A—+t 1
= | ————dt= [ —d
/}1—&+2 L/xm

t —2)?
n( L
[t — 1

(F) &

=1 =In|z|+¢

t—2)?
@ﬁ:kl', k€ R.

Donc, la solution générale de (E) est y = to < (y — 2x)
2) zy =y+xcos? (L), (E).Ona

(B) &y =2 + cos? (g> :
x x
On pose
t=2 oy =tett.
x

On repporte y et 3’ dans (E), on obtient

t'r+t=1t+cos’(t) < t'w =cos’ (t), (E).

—K(@y—=z)?°, KeR~

(E') est une équation différentielle & variables séparées. On sépare les variables

dt dx
E _—
(E) & cos? (t)

1 1
:>/—dt:/—dx
cos? (t) T
= tan (t) = In|z| + ¢
=t = arctan (In |kz|), keR.

Dong, la solution générale de (F) est y = tx = zarctan (In|kz|), K € R*.
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3) (zy —y)’ =92+ 422, (E).Ona
(B) (y - —) %)2 +4, x#0.

- (%>2+4,

£)2_|_4

T

~

On pose

t:giylzt/$+t
xXr

On repporte y et 3 dans (E), on obtient

t =\t2+4
il ()
t' ==Vt +4.

(E') est un systéme des équations différentielles a variables séparées. On sépare les variables

dt :dz
(B)eq T

dac
s
dm
f\/ﬁ - f z
N argsh (%) =In|kz|,
argsh () = —In|kz|.

{ t = 2sh (In|kx]|),
=

t = 2sh (1n <ﬁ>) » keR

y =tr =2xsh (In|kz|), keR,

1
y=tr=2xsh|In|— )|, keR.
||

Exercice 11. Résoudre les équations différentielles de Bernoulli suivantes :
Dy —y= 277G,
2) (z* + 1)y — 32y — xy® = 0.

2

3)y—|—;y— o

Donc, la solution générale de (E) est

ou



2.2. Equations différentielles lineaires d’ordre n : 69

Solution : 1)y —y=2e""/y, (E).
On effectue le changement de variable

yz ! 2y
On a )
(E) y ¥ _ -
27 25
D’ou ]
2 — 37 = e ” (E).

(E*) est une équation différentielle linéaire du premier ordre et ’équation sans seconde

membre associée a (E*) est

1
Z/_§Z:O’ (Ep) -

On sépare les variables

dz 1 dz 1

1
:>1n|z|:§x+c, ceR

:>z:k:e%w, k e R.

On utilise la méthode de variation de la constante

z(x) =k (z) €3 = (x) =K () 3% 4 5]{ (x) €3,
On repporte dans (E*), on obtient
K () =e " = /k’ (x)dx = /egxdx
2 3
Ainsi 5 5
z2=——e"——e 2" AeR
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y 3y x

B 1423y 1448

On effectue le changement de variable

1 2y’
z:—2:>z':——‘z.
Yy Yy
On a . -
T xr
E)e —=7 — ==
(B) & =57 — 137~ Tqa
3x? 2
o 422 Lo(E.

Z =
14 a3 1+ a3
(E*) est une équation différentielle linéaire du premier ordre et I’équation sans seconde
membre associée & (E*) est

322
/ o *
z—|—21+x32—0, (Ey) -
On sépare les variables
dz 3a? dz 32
— =2 dr = [ — =— d
z 1+ a3 . z /1+£L‘3 .
:>ln|z|:—21n‘1+x3}+c, ceR
#z:%, ceR.
(1+2?)

On utilise la méthode de variation de la constante

clz) _ (2) = ¢ (x) (142" —2(1+2°) (32%) ¢ (x)
(1+a3)? (14 23)* '

z(z) =

On repporte dans (E*), on obtient

¢ (z) (14 2)° 2z
(1+23)" 1423

= (z) = =2z (1 + 2°)

Ainsi 225 g
—x°—zx° +
= 2 — keR
(14 2%)
Par suite, la solution générale de (E) est
1 1+ 2%)?
Y= = 1+ keR.

Y
z  —x?—2a%+k
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3y +iy=L, (B).
On effectue le changement de variable

On a

1 1

(E*) est une équation différentielle linéaire du premier ordre et I’équation sans seconde
membre associée a (E*) est

1
"+ -2=0 EY).
Z_'_SL'Z 9 ( 0)

On sépare les variables

@zldx:/d—zz—/ldx
z x z x

= In|z|=—In|z|+¢ ceR

=z=—, ceR.

SHEs

On utilise la méthode de variation de la constante

xd (x) — c(x)
z(x) = —
On repporte dans (E*), on obtient
dx)=1=cx)=a2+k keR

Ainsi "
z = Tt , kelR.
T

Par suite, la solution générale de (F) est

1 T
=—-—=—— LkeR.
y z x4k’

Exercice 12. Résoudre les équations différentielles de Reccati suivantes :
1) (x3—1)y y —xy+2x, yp = 2
2) y =1, yp %
3)xy—(2a:+1)y—l—y =2% y, =z
D2 +12 -5 =0, y=-1
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Solution : 1) (z* — 1)y —y* —zy+ 2z, (FE). On pose
4t =y=y =2 +22.

On repporte dans (£), on obtient

) 1 2 222 n z?
z x = z z
x3—1 -1 23—-1)"7

ou encore 1 1
! 2
zZ — VARS z
3 —1 =1

(Ep) est une équation différentielle de Bernoulli. On effectue le changement de variable

(Eb) )

t=22 = =2
VA z
On a - .
T
E) <t t=— E*).
(B &t +——t=—— e (E)

(E*) est une équation différentielle linéaire du premier ordre et ’équation sans seconde
membre associée & (E*) est

322
/ o *
t —|—$3_1t—0, (Ey) -
On sépare les variables
dt 322 dt 322
— = dr = [ — =— d
t B t /a:3—1 *
=hnft|=—-In|’—1|+¢, ceR
k
=t = , kelR.
x3—1

Pour résoudre (E*), on utilise la méthode de la variation des constantes, on obtient
k(z)=—x+ X AeR.

D’ou L
—
t= AeR.
=1

Donc, la solution générale de (E) (on remplace z par 1) est

y=z+x" = +>\+x,/\ER.
x
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On pose
1

H—=y=y =z — —.

x x

On repporte dans (E’), on obtient

ou encore

On a 3
(By) & —t'+—t=-1, (EY).
x

(E*) est une équation différentielle linéaire du premier ordre et ’équation sans seconde
membre associée a (E*) est

3

—t'+—-t=0, (E}).
x

On sépare les variables

ﬂ:§dx:/ﬂ:3/ldx
t x t X

= Inlt| =3n|z|+¢, ceR
=t=ka® keR

Pour résoudre (E*), on utilise la méthode de la variation des constantes, on obtient

1
k(l’):—;—i—)\, A e R.

1
t = (——2+)\)m3, AER.
xr

Donc, la solution générale de (E) (on remplace z par }) est

1 1 1
— i f = 1~ AER.
y Z+:1: —:B+)\x3+$

) ay — e+ 1N)y+y? =22 (E), y,==x
On a
1, 20+1

(E)@)y’z—ﬁy + y—z, (E).

On pose
rhr=y=y =2 +1
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On repporte dans (E’), on obtient

1 1
Y- —r=—=2% (E),
T T

(Ep) est une équation différentielle de Bernoulli. On effectue le changement de variable

t=22= s =-Z
z z
On a ) |
B) et — “t=—-, (E.
(E) . . (£7)

(E*) est une équation différentielle linéaire du premier ordre et 1'équation sans seconde
membre associée & (E*) est

1 *
t’+§t:0, (Ep) -

On sépare les variables
dt 1 dt 1
Fepdom [T [ La
t x t x
=Inft|=—Inlz|+¢, ceR
k
=t=—, kel
x
Pour résoudre (E*), on utilise la méthode de la variation des constantes, on obtient
1
k(x)=——4+X\ AeR
x

D’ou
t = , AER.

Donc, la solution générale de (E) (on remplace z par }) est

N2y +y* =% =0,(E), yy=-1.

On a . 5
Eysy=—y+—, (F
(B) <y 5V T (E)
On pose
/ / 1
=YY=y =24 .
x
On repporte dans (E’), on obtient
1 1
Z,_}_;Z - _5227 (Eb)7
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(Ep) est une équation différentielle de Bernoulli. On effectue le changement de variable

t =22 ! —_Z

On a ] ]

E) & —t'+—t=—=, (EY).

(B~ 4 t=—2, (B
(E*) est une équation différentielle linéaire du premier ordre et ’équation sans seconde
membre associée a (E*) est

]' *
—t' + ~t= 0, (Eg).

dt 1
—:—dxé/ﬁ:/ldx
t x t x

=Injtl=In|z|+¢ ceR
=t=kx, keR.

On sépare les variables

Pour résoudre (E*), on utilise la méthode de la variation des constantes, on obtient
1

D’ou )
t:§x2—l—)\x, A ER.

Donc, la solution générale de (E) (on remplace z par 7) est

1 2 1
—r—= = R.
A NS A€
2.2.3 Equation différentielle lineaires d’ordre 2 a coffecients

constants :
2.2.3.1 Forme de I’équation :

Ce sont des équations différentielles du type : v 4+ ay’ + by = f (x), out a et b sont des
rérels et f est une fonction définie et continue dans un intervalle I C R.

2.2.3.2 Reésolution de I’équation sans second membre

On sait que I'espace des solutions de I’équation sans second membre y”+ay’+by = 0, (FEy)
est un espace vectoriel de dimension 2. On cherche une base de l’espace. On cherche des

solutions de la forme
y=e.

En reportant dans 3" + ay’ + by = 0, on voit que y est solution si et seulement si A vérifie :
M4 a\+b=0, (E*).

On dit que A est une racine de 1’équation caractéristique (£*). On distingue trois cas :
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Premier cas : Si (E*) admet deux racines réelles distinctes \; et A\, alrors une
base de I’espace vectoriel des solutions est donne par les fonctions {e’\lz, e)‘”}. Donc, toute
solution de I’équation différentielle (Fy) s’écrit sous la forme (dite les solutions maximales
de (E())) :

A A 2
Y =_cpe %4 coe 21, (01,02) € R*.

Deuxiéme cas : Si (F*) admet une racine double \ alrors une base de ’espace
vectoriel des solutions est donne par les fonctions {e’\lx,xe’\”}. Donc, toute solution de
I'équation différentielle (FEy) s’écrit sous la forme

y = c1e™M® + core™® (cp,c9) € R

Troisiéme cas : Si (E*) admet deux racines complexes conjugués deux a deux
M =a+if et \; = a—1i8 ou (a,3) € R?* alrors une base de I'espace vectoriel des
solutions est donne par les fonctions {e** cos(fz),e* sin (Sx)}. Donc, toute solution de
I'équation différentielle (Ep) s’écrit sous la forme (dite les solutions maximales de (Ej)) :

y = c1e™ cos (Bx) + c2e™sin (Bx), (c1,c2) € R

2.2.3.3 Reésolution de I’équation avec second membre

(i) Soit yy est une solution de (£). Pour une fonction y est une solution de (E) il faut
et il suffit qu’il existe une fonction y; solution de I’équation différentielle homogéne telle que

Y=Y+ Y.
Si on a trouvé une solution particuliére yo de (E), on obtient directement la solution
générale de (F) en ajoutant a yg, la solution générale de ’équation différentielle homogéne.

(17) Méthode de variation de la constante :  On cherche a résoudre I’équation diffé-
rentielle ¥ + ay’ + by’ = f(x) (£) de la forme

Y = c1y1 + C2Y2,

ol ¢ et ¢y sont des fonctions dérivables, inconnues vérifiant la condition supplémentaire
iy +cyya =0, (Er)
On reporte y, 3 et y” on (E), on obtient

Ay +chys = f (), (Ea)
on est ramené ainssi a déterminer les fonctions c¢; et co satisfaisant au systéme des deus
équations (E) et (Fy).
Remarque 10. Rappel :

1) On cherche a résoudre une équation différentielle du second ordre a coefficients constants,
avec second membre « exponentielle-polynome » de la forme 3" + ay’ + by’ = p(z)e® ou
p est un polyndéme non nul. Alors la solution générale de cette équation différentielle est la
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somme de la solution générale de I’équation homogéne (FEy) et d’une solution particuliére.
En pratique, une solution particuliére se cherche sous la forme x + ¢ (x)e® ol ¢ est un
polynome. Le degré de q doit étre choisi de la maniére suivante :

(¢) si d n'est pas racine de A\* + aX + b alors, deg (¢) = deg (p).

(4i) si d est racine simple de A? 4 aX + b alors, deg (q) = deg (p) + 1.

(i74) si d est racine simple de A\* 4+ a\ + b alors, deg (¢) = deg (p) + 2.
2) Cas ou le second membre de I’équation différentielle & coefficients constants est un po-
lynéme de la forme y” + ay’ + by’ = p, (z), ou p est un polynéme non nul de dégré n.
Alors la solution générale de cette équation différentielle est la somme de la solution géné-
rale de I’équation homogeéne (Fy) et d’une solution particuliére. En pratique, une solution
particuliére se cherche sous la forme suivante :

(7) Si b = 0, on cherche une solution particuliére sous la forme d’un polynéme de dégré
n+ 1.

(72) Si b # 0, on cherche une solution particuliére sous la forme d’un polynéme de dégré
n.

(i7) Si b = 0 et a = 0, équation se réduit & y” = p, (z) et l'on intégre deux fois
successivement.

Exemple 47. On se propose de resoudre I’equation différentielle

y' —y=cos®(x), (E).
L’équation homogéne associée est

y' =y =0, (Ep).

son polyndme caracteristique est

M—1=A-1\+1).
Donc les solutions generales de ’équation homogéne (Ey) sont de la forme

y=cie” + e, (c1, ) € R

Reste a trouver une solution particuliere de (E). On linearise le second membre

1+ cos (22
cos® (1) = #

2
Par le principe de superposition, il suffit donc de trouver des solutions particulieres des deux
équations différentielle

1

y' —y= 5 cos (2x)

et 1

" _ -

y —y= 5"

Puis de les sommer, pour recuperer une solution particuliere de (E). Pour la premiére 2i
n’est pas racine du polynome caracteristique, donc on cherche les solutions sous la forme

y = c1cos (22) + cgsin (22),  (c1,c3) € R2.
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En injectant, on trouve
. ) 1
—4¢q cos (2z) — 4egsin (2x) — ¢ cos (2x) — cosin (2z) = 5 cos (2x) .

D’ou C1 = —1—10 et Cy = 0.
Par suite, une solution particuliere de la premiere equation est donc

= L os (20)
yo_lOCOS x).

Pour la seconde equation, le second membre est un polynéme constant, on cherche une
solution constante, on voit que y; = —% convient.
Finalement, une solution particuliére de (E) est

1 1
- =~ "~ cos(2z).
Y1 + Yo 5 10cos(a;)
Dong, les solutions de (E) sont de la forme
1 1 T —x 2
y=-—5- 1—0005(2:c) +c1e® + e, (c1,c2) € R

Exemple 48. On se propose de resoudre ’equation différentiélle
y'—2y+y=e"+e " (FE).
On va successivement chercher une solution particuliére de
y'—2y+y=e",

et
X

y'—2yty=e".

T .

a) Solution de " — 2y +y = e~
Comme —1 n’est pas racine de \> — 2\ + 1. Alors, on cherche donc une solution particuliére
sous la forme y = Ae™*. 1l vient

1
V' —2yty=e " =>4Ac T =" => A= 1
b) Solution de ¢y — 2y +y =€~ " :
Comme 1 est racine double de A> — 2\ + 1. Alors, on cherche donc une solution particuliére
sous la forme y = Axz?e®. 1l vient

1
y"—2y—|—y:e_$¢2Aex:ew:A:5.

Donc les solutions generales de ’equation homogene (F) est

1 1
y=(c1x+co)e” + 56" + Ze‘”’, (c1,c0) € R2.
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2.2.4 Exercices corrigés

Exercice 13. Résoudre les équations différentielles suivantes :

1) y" — 5y + 6y = 0.
2)y" + 4y + 4y = 0.
3)y" — b5y +6y=0.
4) y" + 4y + 13y = 0.
5) y" + 3y = 2.

Solution : 1) L’"equation caractéristique est
M —5\+6=0, (E*).

OnaA=1>0,dou ) =2et \y =3.
La solution générale est
y = c1e® + ce™,  (c1,c) € R

2) L’ “equation caractéristique est
M 44\ +4 =0, (E*).
OnaA=0,dou )\ =X\ =—2.

La solution générale est

y=(cix+c)e ™, (c1,c) €RE

2) L’équation caractéristique est
M4 4)+13 =0, (E¥).

OnaA=-36<0,dou A\ =—-24+3tet \g =—2— 3i.
La solution générale est

y = c1e™ cos (Bx) + cee™sin (Bx), (c1,c2) € R2.
5)y" 4+ 3y =2, (F).L equation caractéristique est
N +3=0, (E¥).

OnaA=—-12<0, dot A\ =iv3 et Ay = —i/3.
La solution générale est

y = c1e®® cos (Bx) + c2e* sin (fx)
=07 (cl cos (\/gx) + ¢y sin <\/§x>)
= ¢} CcOS (\/336) + ¢ sin (\/gx) . (c1,c0) €RA

On chercher une solution particuliere de (E) : On voit que y, = 3 est une solution de (E).
Donc, La solution générale de (E) est

Yy = c1cos (\/gx) + ¢ 8in (\/51:) + ;
= €1 COS (\/§x> + ¢ 8In (\/§x> + ; (c1,05) € R?



2.2. Equations différentielles lineaires d’ordre n : 80

Exercice 14. Résoudre les équations différentielles suivantes :
1)y — 3y + 2y = 42>,

2) " + 2y +y = dxe”.

3) y” +y = cos (x).

)y =3y + 2y =3 (x* + 1).

)

)

S

5 y”—l—y—x — 2.
6) 3" = 5a* + 222 + 2 + 1.

Solution : 1) 3" — 3y’ + 2y = 42> (E). L’équation caractéristique est
A =3\ +2=0, (E*).

OnaA=1>0,doul =1et Ay =2.
La solution générale de I’équation homogéne est

y = c1e” + e, (c1, ) € R%

Premiére méthode : Méthode de variation des constantes : Comme le second
membre est de la forme f (z) = 422 , alors, on va chercher une solution particuliére sous la
forme

Yo = C1Y1 + C2Y2,

ou

T 2x

ylzeaetyZZG

et ¢1 et ¢y sont des fonctions inconnues, dérivables qui vérifiant le systéme d’équations diffé-
rentielles suivant :

ciyr + chyp =0,
hyy + chyy = f ().

ie.,

cie” + dye*™ = 0,
cie” — 2che*® = 4x?,

En multipliant la premiére équation par 2 et en additionnant les deux équations membre &
membre, on trouve

4 4
¢ = gxze_’” = = 3 /x e “dx,

on intégre deux fois par parties, on obtient
1 2 —x
01:—§(4£C —|—8x+8)e +k, keR.

Par suite,

/ /3

dhy=—c1e" == (42° + 8z +8) ¥ = ¢ = /% (42° + 8z + 8) €*"dx,

1
3
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En intégrant par parties deux fois, on trouve
1
Coy = 5 (4x2—8)e2x+k, k € R.
Une solution particuliére est donc
Yo = 22 + 8x — 8.

Dong, la solution générale de ’équation (F) est
1
y = c1e” + ™ + 3 (—4x2 + 8z — 8) . (c1,¢0) €R%

Dexiéme méthode : Comme le second membre de (E) est un polynéme de degré 2, on
chercher une solution particuliére sous la forme d’un polynéme de degré 2,

Yo = ax® +br +c, (a,b,c) € R®

Y, = 2ax + b,
Yo = 2a.

En reportant y, ¢’ et y” dans I’équation (E), on obtient
2ax* + (2b — 6a) x + 2¢ — 3b + 2a = 42°.

Par identification, on trouve

a = 2.
b=6.
c=1T1.

Dong, la solution générale de 1’ equation (F) est
y = c1e” + cpe® +22° + 62+ 7, (c1,c) € R
2) YY"+ 2y +y=4xe® (E). L equation caractéristique est
M 42X +1=0, (E¥).

OH&AZO,d’OI\l/\lz)\QZ—l.

La solution générale de I’équation homogéne est

y=(c1x+c)e ™ (c1,09) € R2.
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Premiére méthode : Méthode de variation des constantes : Comme le second
membre est de la forme f (z) = 4xe” , alors, on va chercher une solution particuliére sous la
forme

Yo = C1Y1 + C2Y2,

ou

yp=xe * ety =e .
On a

chyr + chys =0,
Ay + s = f(x).

ie.,

clxe ™ 4+ che ™™ =0,

A(l—x)e ™™ —che ™ = 4ze”,

ou encore

cir+cy=0,
¢ (1 —1z)—cy = dxe?.

En additionnant les deux équations membre & membre, on trouve
d) = dxe* = ¢ = /4:1:62“30[3:,

on intégre par parties, on obtient
o = (2z — 1) e*.

Par suite,

dy = —wc) = —4r?e* = ¢y = — /4ZL‘2€2mdlL‘,
L’intégration par parties donne
Cy = (23E2 + 2z — 1) e,
Une solution particuliére est donc
Yo = (2z — V) ze*e ™ + (22° + 20 — 1) ™" = (z — 1) ",
Dong, la solution générale de 1’ “equation (F) est

y=(cix+c)e ™+ (x—1)e" (c1,c) € R
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Dexiéme méthode : Comme 1 n’est pas racine de ’équation caractéristique (E£*). On
cherche une solution particuliére sous la forme d’un polynéme de dégré 1 (voir remarque 10).
On a y, = ax + b, ou (a,b) € R?. 1l vient

Yyp = az + b,
Yy, = 2a,

En repportant dans (F), on obtient

dax + 2b+ 2a = 4x.

a=1,
b= -1,
Ainsi, y, = 22 — 4.

Dong, la solution générale de 1’ “equation (F) est

Par identification, on trouve

y=(cix+c)e ™+ (x—1)e" (c,c) € R
3)y"+y=cos(x) (FE).L equation caractéristique est
M 4+2)+1=0, (E*).

OnaA=-4<0,dou )\ =1iet Ay =—i.
La solution générale de I’équation homogéne est

y = cicos(x) +cosin(z), (c1,c) € R

Premiére méthode : Méthode de variation des constantes : Comme le second
membre est de la forme f (z) = cos (), alors, on va chercher une solution particuliére sous
la forme

Yo = 11 + 2o,

ou
y1 = cos (z), et y, = sin ().
On a
Ahyr + chya =0,
{d%+%%:f@%
ie.,

) cos (r) + dysin (x) = 0,
—d} sin (z) — ¢ cos (x) = cos (z),

En multipliant la premiére équation par cos (), la seconde par —sin (z) et en additionnant
les deux équations membre & membre, on trouve

1 1
¢) = —sin () cos (z) = —5 sin (2z) = ¢ = /—5 sin (2x) dx
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1
= = 7 608 (2x) + k1, k1 € R,

En multipliant la premiére équation par sin (z), la seconde par cos (z) et en additionnant les

deux équations membre a membre, on trouve
1+ cos (2x) / 1+ cos (2x)

¢y = cos () cos (x) 5 5

1 1
$C22181n<2l’)+§$+k2, ks € R.

Une solution particuliére est donc

Yo = i [cos () cos (2) + sin (x) sin (2x)] + %x sin (z) = ;lcos (x) + %x sin (z) .

Donc, la solution générale de I’équation (E) est

1 1
y = ¢y cos (x) + cosin (x) + 7608 (x) + 2% sin(x), (c1,c) € R2

4) y" — 3y + 2y = 3(2* + 1). L équation caractéristique est
A =3\ +2=0, (E*).

OnaA=1>0,dou A\ =—-3et \y =—1.
La solution générale de I’équation homogéne est

y=cie "+, (c1,c) € R

Premiére méthode : Méthode de variation des constantes : On laisse le lecteure
de traiter.

Dexiéme méthode : le second membre de l'équation (F) est un polynéme de dégré 2
et la constante b n’est pas nulle. On cherche une solution particuliére sous la forme d’un
polynome de dégré 2 (voir remarque 10). On a y, = az?® + bx + ¢, ou (a,b,c) € R3. 1l vient

Yp = ar® + bx + ¢,
Yy, = 2ax + b,
Yy, = 2a.

En repportant dans (F), on obtient
3ax® + (8a + 3b) v + 2a + 4b + 3¢ = 32° + 3.

Par identification, on trouve
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Ainsi, y, = 2* — gx + 3—35
Dong, la solution générale de I’ “equation (F) est

8 35
y=cre " 4 coe 3 4 1? — 3% + 3 (c1,¢9) € R2.

2)y"+y=12>-4 (F). L equation caractéristique est
M 4+1=0, (E¥).

OnaA=-4<0,dou )\ =iet Ay =—i.
La solution générale de I’équation homogéne est

y = cicos(x) +cysin(z), (c1,c) € R

Premiére méthode : Méthode de variation des constantes : On laisse le lecteure
de traiter.

Dexiéme méthode : le second membre de I’équation (E) est un polynome de dégré 2 et
la constante b est nulle. On cherche une solution particuliére sous la forme d’un polyndéme
de dégré 3 (voir remarque 10). On a y, = az® + bz + cx + d, ou (a, b, ¢, d) € R*. 1l vient

yp = ax® + bx® + cx + d,
Yy, = 3ax? + 2bx + c,
y, = 6ax + 2b.

En repportant dans (F), on obtient
3az® + 2bx + ¢ + 6a = 2* — 2.

Par identification, on trouve

Ainsi, y, = 32° — 27 — 2z + d.
Dong, la solution générale de I’ “equation (F) est

1
= ¢y cos (x) + cosin (x) + 5333 —2—2r+d, (c,c,d) €R

6) v/ =5zt +222 +x+1, (E).
On integre successivement deux fois (voir remarque 10), on trouve

2 1
Y =2+ 2+ 2’ +x + ¢,
3 2
et donc la solution générale de I'équation (E) est

1 1 1 1
Yy = 6x6+61‘4+6]}3+§1]2+cl$+02, (61702> €R3.
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Exercice 15. Résoudre les équations différentielles linéaire du deuxiéme ordre suivantes :
Dy"+4y +3y=0, y(0) =2, ¥y (0) =1.
2)y" =3y +2y = (1 —2x)e".
3) v +y = cos® ().
4) y" +y =tan(x).
5) y" — 4y’ + 3y = (22 + 3z + 2) sin (z) + €.

Solution : 1) y"+ 4y +3y =0, (FE).L’¢quation caractéristique est
N 44\ +3 =0, (E¥).

OnaA=4>0,dou )\ =—-3et \y =—1.
La solution générale de I’équation homogéne est

y=ce " +ce ™ (c1,c) € R

En appliquant les conditions initiales pour déterminer ¢; et co. On a

y(0) =2, ate=2 (1)
{ Yy (0) =1, :){ “Sa-e=-1(2)

Par addition (1) et (2) membre & membre, on obtient :

1
—261 =1= c1 = —5
En substituant ¢; = —3 dans (1), on trouve ¢ = 2.
2)y" =3y +2y =0, (FE).Léquation caractéristique est
M —3\+2=0, (EY).
OnaA=4>0,dou ) =1et Ay =2.
La solution générale de I’équation homogéne est

y = cre” + e, (c1, ) € R2

Preméme méthode : Comme 1 est un racine de \> — 3\ + 2. Alors, on cherche donc
une solution particuliére sous la forme y = (ax?® + bz + ¢) e, ou (a,b,c) € R3. On pose
yp = ax?® + br + c. 1l vient
Yy = az® + bz + ¢,
Yy, = 2ax + b,
Yy, = 2a.
En repportant dans (£), on obtient
—2axr +2a—b=1-2x.

a=—1,
b=3.

Dong, la solution générale de ’équation (FE) est

Par identification, on trouve

y = ci1e” + ™ + (—xz +3x + c) e®,  (c1,c9,¢) € R
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Deuxiére méthode : Méthode de variation des constantes : Comme le second
membre est de la forme f (z) = (1 — 2x)e” , alors, on va chercher une solution particuliére
sous la forme

Yo = C1y1 + Calo,
ou
2z

yp=¢€", ety =e

et ¢1 et co sont des fonctions inconnues, dérivables qui vérifiant le systéme d’équations diffé-
rentielles suivant :

{ A+ chye =0,
Ay + hyy = f(2) .
ie.,
cie” + che*® =0,
{ cie® — 2che?® = (1 — 2z) €®,
En multipliant la premiére équation par 2 et en additionnant les deux équations membre &
membre, on trouve

1 1
0'1:5(1—2x):>01:§/(1—2:1:)d:c,

= = (x—x2)+k, ke R.

W —

Par suite,
1 1
0/2 = —Clleix = —5 (1 — 2{1}) et = Co = _§ / (1 - 21:) eixdxa

En intégrant par parties deux fois, pour trouver la solution particuliére est donc, la solution
générale de I'équation (E) est

1
y = cre® + e + 3 (-2 +3z+¢), (cc1,00) €R

3)y" +y=cos?(x) (F).L equation caractéristique est
M 4+1=0, (E*).

OnaA=-4<0,dou )\ =iet Ay =—i.
La solution générale de 1’équation homogéne est

y = cycos (z) + cosin (z), (c1,c) € R2

Méthode de variation des constantes : Comme le second membre est de la forme
f (z) = cos? (), alors, on va chercher une solution particuliére sous la forme

Yo = C1Y1 + C29o,

ou
y1 = cos (z), et yo, = sin ().
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{ i1 + cays = 0,
Ay + Yy = [ (x).
ie.,

{ ) cos (z) + cysin (x) = 0,

—cy sin (z) + ¢, cos (x) = cos? (1),

En multipliant la premiére équation par sin (z), la seconde par cos (z) et en additionnant les
deux équations membre a membre, on trouve

1 1 3
d) = cos® (z) = 7 508 (3:6)—1—?1 cos (z) = ¢ = / (Z cos (3z) + 7508 (x)) dx

1 3
= €1 = 75 €08 (3z) + Zsin () + k1, k1 € R

La premiére équation donne

g ¢isin(z)  cos® (x)sin ()
[ =

cos (z) cos (7) = Cp = /0052 (x) sin (x) dx

S oy = / (1 - sin® (z)) sin (¢) dz
S oy = / sin (z) dz — / sin? (z) da
s 0y = — cos (z) — / sin? () da
= ¢y = — cos (z) - / (1 - cos? () sin («) da
= ¢, = — cos (x) +/(1 ~cos? (2)) d (cos («))

1
= ¢y = —cos (r) — gcos?’ (x) 4 cos (z) + ko, ko € R.

1/1 3
= ¢y = -3 (Z cos (3z) + 708 (l‘)) + ko, ko € R.

Une solution particuliére est donc

L. 3 . . 1 3
Yo =15 [sin (3x) + 7 5in (x) + kl] sin (z) + (—E cos (3x) — Th (3z) + k’g) cos ().

Dong, la solution générale de ’équation (F) est

y = c1cos (x) + cosin () + 4o, (c1,c2) € RZ
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Deuxiéme méthode : Le second membre cos? (z) = 1 + & cos (2z), on cherche donc une

solution particuliére sous la forme y, = acos (2z) de I'équation y” + y = 1 cos (2z)
Comme 2i n’est pas racine de A2 + 1 = 0. Alors, on cherche donc une solution particuliére
sous la formey, = acos (2z) + bsin (2z), (a,b) € R?. 1l vient

Yp = acos (2z) + bsin (2z),
Yy, = 2bcos (2x) — 2asin (27),
y, = —4acos (2r) — 4bsin (27) .

En repportant dans (F), on obtient

1
—3acos (2x) — 3bsin (2z) = 5 cos (2x) .

a=—1
b= 0.

Dong, la solution générale de ’équation (F) est

Par identification, on trouve

1 1
y = c1cos(x) + cosin (x) — g cos (2z) + Y (c1,¢0) € R?.
4) y" +y=tan(z), (F).L’¢quation caractéristique est
N 4+1=0, (E*).

OnaA=—-4<0,dou A\ =1iet Ay =—i.
La solution générale de I’équation homogéne est

y = cicos(x) +cysin(z), (c1,c) € R

Méthode de variation des constantes : Comme le second membre est de la forme
f (x) = tan (z), alors, on va chercher une solution particuliére sous la forme

Yo = C1Y1 + C2Y2,

ou
y1 = cos (z), et yp =sin(x).
On a
ciy1 + cyyp = 0,
{d%+%%=f@%
ie.,

) cos (z) + dysin (x) = 0,
—c) sin (z) + ¢ cos (x) = tan (z)
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En multipliant la premiére équation par cos (x), la seconde par —sin (x) et en additionnant
les deux équations membre a membre, on trouve

¢ = _Sin2 (x) e = / sin? (x)dx

cos () cos ()
[ 1=cos®(2) .
s / cos () d

= = —/Cosl(x)dx+/cos (x)dx
S = —/@dw—i—sin(m).

Pour calculer f Cosl(x) dx, on pose

t = tan <§) = dxr = ——dt.

/cosl(ac)dx:/édt
- o

—dt —dt
/1—t +/

=—In|l—t|+In|l+t|+k
1+t
:ln' +

D’ou,

k.
-

Donc,

z +sin(z) + k

1 — tan (%)

n W —l—sm(a:)—i—k.

D’une maniére simulaire, en multipliant la premiére équation par sin (z), la seconde par
cos (x) et en additionnant les deux équations membre & membre, on trouve

¢y =sin(z) = ¢y = /sin (x)dx
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=cy=cos(x)+k, K eR.
Une solution particuliére est donc
Yo = c1 cos (x) + ¢y sin (z)

1 —tan (%)

1+ tan (%)

In

+ sin (x)] cos () + cos (x) sin (x) + k.
Dong, la solution générale de 1’ “equation (F) est
y = cicos (x) +cosin (z) + v, (c1,c2) € R%
5) v — 4y + 3y = (2% + 3z + 2) sin (x) + . L "equation caractéristique est
N — 4N+ 3 =0, (E*).

OnaA=4>0,doul =1et Ay =3.
La solution générale de I’équation homogéne est

y = cie” + ce®, (e, ) € R2

Méthode de variation des constantes : Comme le second membre est de la forme
f(z) = (2% 4+ 3z + 2)sin (z) + €%, alors, on va chercher une solution particuliére sous la
forme

Yo = C1Y1 + C2Y9,

ou
Yy = €%, et yp = €.
On a
Ahyr + chye = 0,
{d%+é%=f@%
ie.,

ce” + ched® = 0,
cie® + 3cye®™ = (22 + 3z + 2) sin (z) + €7,

En multipliant la seconde équation par —1 et en additionnant les deux équations membre a
membre, on trouve

—2che® = — (2® + 304+ 2) e ¥ sin (z)—e 7 = ¢ = / (2° + 32+ 2) e sin (z) da:—i—/ e *dx.
Pour calculer [ (2% + 3z + 2) e sin (z) dz, on intégre par partie deux fois, on trouve
/ (2”7 + 324+ 2) e *sin (z) do =

Donc,
Cy =



2.2. Equations différentielles lineaires d’ordre n : 92

— +k.

En substituantant dans la premiére équation, on trouve
/ ! 2z _
c; = —Cye :>cg—/d1:

= Cy = +k/, k' € R.

Une solution particuliére est donc
Yo =

Donc, la solution générale de I’ ’equation (E) est

y = cr1e” + 2> + yp, (c1,c9) € R2.

Deuxiéme méthode : Le second membre est
f(z)=(2*+3x+2)sin(z) + " =g (z) + h(z),

ou, g (z) = (2% + 3z + 2) sin (x) et h (z) = €*. On cherche donc une solution particuliére sous
la forme y, = acos (2z) de I'équation y” + y = 3 cos (2z)
Comme 2i n’est pas racine de A + 1 = 0. Alors, on cherche donc une solution particuliére
des équations

y" — 4y + 3y = (¢° + 3z + 2) sin (z),, (Ey),

et
y"' — 4y’ + 3y = €%, (Es) .

Pour (E}), i n’étant pas racine de I’équation caractéristique, on une solution particuliére
sous la forme

Yp = (ax® + bz + ¢) sin (z),
Y, = (ax?® + bx + ¢) cos (2z) + (2ax + b) sin (z),
yy =2 (2ax + b) cos (x) + (—ax® 4 (2a — b) x — ¢)sin (z) .

En repportant dans (F;), on obtient
(az® + (2a + b) x + 2b + ¢) cos (z)+(2az” + (—6a + 2b) & — 4b + 2¢) sin (z) = (2° + 3z + 2) sin (z) .

Par identification, on trouve

2a =1 a:%,
—6a+2b=3 =< b=3,
—4b+ 2¢ =2 c="T.

Donc, la solution particuliére de (F7) est

yp = (2% + 3z + 2) sin (z).
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Pour (E,), 1 est une racine de ’équation caractéristique, on une solution particuliére sous la
b b
forme
Yyp = aze”,

/
Y, = ae’ + axe”,
Yy, = 2ae” + azve®.

Ou bien on pose y, = ze*. En repportant dans (Es), on obtient
e’ (" =42 +32)=¢" = 2" -4 + 32 =1, (EY).
La solution générale de I’équation (E*) est
y=cie” +ce® + N, (c1,c,\) € R,
Dong, la solution générale de 1’ “equation (F) est
y = cre” + cpe®” + (x2 + 3z + 2) sin(z).  (c1,¢2) € R
4) y" +y=tan(x), (F).L "equation caractéristique est
N +1=0, (E*).

OnaA=-4<0,dou )\ =1iet Ay =—i.
La solution générale de I’équation homogéne est

y = cicos(x) +cosin(z), (c1,c) € R
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